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11. ECUACIONES DIFERENCIALES 


Este libro es la continuación de Cálculo 1, publicado por primera vez pesos más 
de diez años. En ese tiempo he tratado de reunir mis eperen como: pio aora 
ia į iari iversitario, para completar los temas del cálculo 
de la materia en el nivel terciario y univ 7 í 
diferencial e integral con un enfoque elemental que, al mismo tiempo, pretende ser 
j actualizado. r i : 
e cau 2 analizo, en su mayor parte, cuestiones relacionadas con nacion 
de dos y tres variables reales. También presento, aunque de manera delas po 
da, funciones vectoriales, campos vectoriales y una introducción-a 
jones diferenciales. AN . i 
ig utilizado una notación que busca simplificar la esems En sao, hd mays 
Í ib á símbolos en “negrita” para indic: 
ría de tos libros de Cálculo emplean r do ei 
ji i Esto no resulta práctico, en absoluto, ni p: 
vectoriales o campos vectoriales. rá : o, i para e 
i omo algo trivial pero tal vez . 
rofesor ni para los alumnos. Por eso, ci o e Y 
bropussto la siguiente notación para funciones: f si es función escalar, T sies campo 
escalar (con dominio incluido en R’ para n = 2), f si es función vectorial fcon recorri 
do incluido en R" para n= 2) y F para campo vectorial (con dominio incluido 
ido inclui R” para m = 2). 
IR" para n= 2 y recorrido incluido en 0 . A 
S ueno he iedarado que alguna demostración puede obviarse, por ser ae 
masiado extensa o presentar ciertas dificultades; he antepuesto, igual que en 
y 4 ; . 
rimer volumen, el símbolo $. l A 
j No quiero concluir estas líneas sin agradecer profundamente ae prasot 
Asunción López Henríquez sus valiosós comentarios y sugerencias 5 leer or o rigi 
nales y a la profesora Marla Teresa Figueroa sù revisión de los m aios pi es pa 
También mí reconocimiento a la Editorial “El Ateneo” por haberme brinda 
ido y eficiente. f { a 
ei elena quiero expresar mi deseo sincero de que este libro pieca ser útil, de 
alguna forma, a quien lo lea. Ese fue el motivo que me llevó a escribirlo. 


HEBE T. RABUFFETTI 


1. ESPACIO MÉTRICO 


Es necesario extender al plano, al espacio y al espacio n-dimensional las no- 
iones de intervalo, entorno, punto de acumulación, punto interior, etc., dadas con 
gy eferencia a la recta real. Para poder hacerlo, debemos definir, en primer lugar, una 
“Sdistancia entre puntos de un mismo espacio, así como en la recta real se define 
distancia entre dos puntos de la misma. 
Todo conjunto no vacío, o espacio, entre cuyos elementos (llamados puntos) 
$e define una distancia, se denomina espacio métrico. A partir de la definición de 
distancia, puede darse, en cualquier espacio métrico, la noción de entorno y, de in 


“mediato, la de punto de acumulación, punto interior, conjunto cerrado, conjunto abier- 
jo, etcétera. 


3 . Distancia 

J Y 

Es usual definir una distancia en cualquier espacio no vacio E, como una fun- 

ión de E x E en el conjunto de los números reales, sujeta a determinadas exigen- 

Mias o axiomas. Al referirnos a una función de E? en R, indicamos que a cada par 

¿Je puntos de E le corresponde un único número real, llamado distancia entre ambos. 

e las nociones de geometría elemental surge que la distancia debe ser siempre un 
úmero positivo si los puntos son distintos, 


Queapetinición 


a La función d: E x E —> R es una distancia en el conjunto E si y sólo si veri- 
afica los siguientes axiomas: 


1) Vavb: (aE ^ beE > d(a;b)=0). 

2) VaVb: [aéE ^ beE= (d(a;b) = 0 => a =b)]. 

3) VaVb: (aéE a beE = d(a;b) = díb;a)). l 

4) VavbWo: (aeE ^ beE ^ ceE > d(ajc)=d(a:b) + d(b;c)}. 


El axioma 1 indica que la distancia entre cualquier par de puntos del espacio 
es un número real no negativo. El axioma 2 afirma que la distancia solamente es 
Rula cuando los dos puntos coinciden. O sea, si los puntos no coinciden la distancia 


es siempre un número real positivo. El axioma 3 da la condición de simetría, es de- 

DN cir, que la distancia del punto a al punto b coincide con la distancia del punto b al $ 

à punto a. Por ello, suele hablarse simplemente de la distancia entre los puntos a y b. 

El axioma 4 es conocido como la desigualdad triangular. SE 
Es usual designar la distancia entre a y b de la siguiente manera: d(a;b) = ja—bl, 
Del axioma 4 puede probarse, por inducción completa: 


1 
2 
, 


n 

regla siguiente: VáeR"vbeR”: d(a:b) = [Se] donde A = (a;;8;;-8,) Y 
j=4 

b = (b,:ba;---:D,)- 


ii Es decir, día;b) = Vía, b, +(@, -0V +-+ (8,7 b,- 

SER Esta función, para la cual puede demostrarse que verifica los axiomas, es una 
pos distancia en IR” llamada distancia euclidea. El espacio métrico (R”,d) correspondien- 

pa te, es el espacio métrico euclídeo n-dimensional, 


) o sea, d(a,¡a,)= ©, día...,:a), generalización de la propiedad triangular a n puntos R En particular, si n= 1 es d(a:b) =Vía-bJ? = a-b], o sea, es el espacio mé- 
A i=2 trico ya considerado en el ejemplo 1. 


Va,Va,. Va: (a}€E n a,eE ^ A aE => d(a,;a,) =d(a,;a,)+...+d(an- 1:20), 


a 


del espacio. ; aii Si n = 2,ā = (a;;a,), 5 =(b,b,) es d&b) = Vía, -b,%+(a,—b,P 
El conjunto no vacío E y la función distancia d forman el espacio métrico 0.63 En este caso, (R?,d) es el espacio métrico euclideo de dos dimensiones, y cada 
en Veremos a continuación algunos ejemplos de espacios métricos. e uno de los elementos del espacio, que es un par ordenado de números reales, pue- 
N z de considerarse como punto del plano. La propiedad triangular corresponde a la pro- 
y Ejemplo 1 Gua piedad geométrica conocida: “En todo triángulo, la longitud de un lado es menor 

i i P Š i A y l de | i e . 
y è El conjunto IR de los números reales y la distancia, definida como el valor a 0A que Pp > a eo es la fórmula geométrica que da 
soluto o módulo de la diferencia entre dos números reales, es un espacio métri Que : s o A 2 2 . 
es, es un espacio métrica PS a distancia entre dos puntos por aplicación del teorema de Pitágoras. 


O sea, (R,d) espacio métrico si VaeRVbeR: d(a;b) = ja-bl. 


día;b) = [a-b] satisface los axiomas de distancia. Para ello recordamos primero l 
) definición de valor absoluto de un número real x: 


) ù 
f (x| =x si x=0) a (lx] = ~x si x<0). pei 

N Por lo tanto, (ja-b| = a-b si a=b) a (la—b] = b-a si a<b). po 
Los axiomas de distancia corresponden a propiedades demostradas en su opor- 
tunidad para el valor absoluto de un número real (Cálculo 1 - cap. 1). Los axioma: 
1 y 2 son consecuencias del Teorema 1: Va: (ax0 = la|>0). El axioma 3 se A 
por el Teorema 2: Jal =|-aj. El axioma 4 corresponde al Teorema 7: la+b|=)al+Ibk; Consideraciones análogas pueden hacerse para la distancia euclidea en el es- 


| 
) 
a Ejemplo 2 Que pacio R?, cuya representación geométrica es el espacio tridimensional. 
) jemplo , O La distancia euclídea, a pesar de ser la más utilizada, no es la única función 
pj 


3 Para verificarlo debemos probar que la función d: R> R definida por la regla a i 


e 
x 


También el conjunto de los números racionales con la distancia definida com: que transforma a IR? en un espacio métrico, como lo indican los ejemplos siguientes. 
o el valor absoluto de la diferencia entre los números, es un espacio métrico. Ejemplo 4 ` 
) O sea, (Q,d) espacio métrico si d(a;b) = la—-bl. Jemp. 
En RR se define d(ā;b) = máx (Ja —b//ieN a ben). 

O sea, la distancia propuesta es el mayor entre los números ja, —b,|.Jaz-Dajy»-, 


la,—b,]. Puede verificarse que esta función satisface los axiomas de distancia (dis- 
tancia de Minkowski). : 


Ejemplo 3 


Consideremos ahora el conjunto IR” formado por todas las n-uplas de número 
3 reales. 
Ejemplo 5 

En Fr” se define la función característica y puede verificarse que es una dis- 
tancia: 


+ PO =/X = (Xp) A YE GEN a isn => x,eR)) 


(d(a;b) = 1 si a%b) a (d(a;b) = 0 si á = b}. 
El espacio métrico se llama discreto. 
Ejemplo 6 


Sea Cion el conjunto de todas las funciones escalares continuas definidas en 
el intervalo cerrado {0;1]. 
-———Es-decir, Cry {04 —Rateontinuaj — 


La distancia puede darse mediante una integral definida: 
4 


VÍ€C io V9EC 7,1) : d(f:9) -Í 110) —g(x)Jax 
0 
Puede verificarse que se satistacen los axiomas y, por lo tanto, se confiere una 
métrica al espacio de funciones continuas elegido. 


Finalmente, puede observarse que cualquier subconjunto no vacío de un con- 
junto E es espacio métrico para la misma distancia que conforma el espacio métri- 
co (E,d). 


EJERCICIOS 


1) Probar que d:(à;b) —> { i! si ā A es una distancia en R?. 


»2) Probar que d: @&;b > la,-b,| + la,-b,] + la¿-b4| es una distancia en R? si 
á = (a,;aziay) y b= (b,:ba:by). 

3) En Conj Se define: WfeCo VJEC: dfg) = sup (fx) —9(x)|/xe[0;1]). Verificar 
que d es una distancia. 


ll. Entorno y entorno reducido 


La definición dada para entorno de centro a y radio positivo r en el conjunto de 
los números reales puede extenderse simplemente a otros espacios. 

Así como se hizo en R, consideramos a R° como espacio métrico euclideo, o 
sea, con la distancia euclídea. 

Recordemos la definición estudiada en el conjunto IR de los números reales: 


Elar) = (x/xeR a [x—aj<n. 


O sea, entorno de centro a y radio r es el intervalo abierto (a—r; a + r). 
En R?, dado el número positivo r, entorno de centro å = (a,¡a,) y radio r es el 
conjunto de puntos X = (x;y) interiores al círculo de centro (a,;a,) y radio r. 


Es decir, E(a;r) = (X/d(x;3)<r). 
Al considerar, como se ha indicado, la distancia euclídea, es d(X;a) = lX-a] = 


=V(x-a,)?+(y-a,)?, donde 3 = (x;y) y ā = (a,;a,). Por lo tanto, 
E(ar) = {x/k -āļ<r} o bien El(a,:2,),1)= (xy) xa ?+(y-a,i<r. 
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E(a,cR? 


Obsérvese que, al indicar puntos del espacio ¡R?, lo hacemos colocando un guión 
sobre la letra minúscula que designa al punto. En general, haremos lo mismo al in- 
dicar puntos de R” si n > 1. 


La definición de entorno se extiende, sin ninguna dificultad, a R3, donde está 
À representado por el conjunto de los puntos interiores a una esfera. 
Si ā= (a, 2,92), es 


Elá,r) = X/|[x-4]<r) = (buy:z)1/ (xa yi+(y-a)i+ (2 a)’ <r} 


Es similar la definición de entorno en R^ para Cualquier número natural n > 3 
$ pero, en este caso, no admite representación geométrica. 


» Si el centro no pertenece al entorno, se obtiene la definición de entorno reduci- 
-~ do, análoga a la definición sobre la recta. i 

> En R se define entorno reducido de centro a y radio positivo r, de la siguiente 
@ Manera: 
E'(a.r) = (x/xeR a O<|ix-a¡<n, 
que significa E'(a,r) = E({a,r)—{a}. 

En Rê: E'(ár) = (X/XER? a O<|-ál<r] = E(a,) (a). 
Si X= (xy) y á= (a,;a,), es 


(9) 


Gi 


E((a,,a2),r) = ((y)/0<V (x-a,}?+{y-a,)} <1}. 
En RO: E'(ā,r) = {%/RER? a 0<jk-āj<r). 
Si X = (x;y;z) y ā = (a,:a,8,), es 
E((a,¡a,:27),r) = ((«y:2)/0<V («a+ ya) + (za) i<m. 


Finalmente, en IR” vale la misma definición: 


E'(A1) = {RER a O<|xaj<n. 


Hi. Intervalos 


A is A 
a pla e pr, paran = 2 se utilizan casi generalmente los entornos (o esferas 
, Puede recurrirse también a esferas cerradas y a intervalos abiertos o ce 


i p A A 
rados n-dimensionales, extendiendo en forma lógica tas definiciones conocidas" 


en R. 
Sea å = (a,:a,;....a,) y D= (b,¡b,;...:b, ar*b 

> ab) y X= (ok): A A 
Intervalo abierto (ã;b) = (x/a,<x,<b, si 1 sken}. 
Intervalo cerrado [a;b] = (X/a,=x,<b, si 1=k=n). 


2 EA AAA SE 
En R° para á = (a,;a,), b = (b,;b,) con a,<b, y a,<b,, es 


(a;b) = ((x:y)/a, <x<b, ^ a, <y<b,). 
[8] = {(xy)/a,=xsb, a a, =y<b,). 


Gráficamente, (4;b) es el interi ab 
ando ios ES ) interior de un rectángulo y [a;b] es el rectángulo, in- 


y y 
Demo z z0 
A 5 ; i ab x 
[àb] 


Obsérvese que un rectán Ì i 

. gulo abierto o cerrado es un intervalo, y se lo debe 

pad con extremos en el vértice inferior izquierdo y en el vértice superior derecho. 
or, Semp, si queremos anotar como intervalo al conjunto A = {(x;y)/3<X<6 ^ 

A —2<y<0), para ā = (3;-2) y b = (6;0), es A = (ā;b). 


En R$, et intervalo corr í 
5 , n responde a un paralelepipedo, incluyendo o n ri 
según sea abierto o cerrado. di z A 
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1 

- y 

i 

1% i 
i 


bayi2)/a,<x<b, A a, <y<b, ^ a¿<z<by). 
Qay;2)/a,sx=b, a ap Eyb; A aysz=by). 


(a:b) = { 
[āb] = 4 


iV. Conjunto acotado 


El conjunto C, incluido en R^, está acotad 
positivo k tal que VX: (xeC => |š|<k). 

Obsérvese que |x] = [x--Ó] = VA. +X, 

Es decir, un conjunto en R” está acotado si y sólo si puede incluirse en un en- 
torno con centro en el origen. 

De la definición surge de inme! 
cluirse también en un entorno cerra 


o si y sólo si existe un número real 


diato que cualquier conjunto acotado puede in- 
do y en algún intervalo abierto o cerrado, 


Definición 


Diámetro de un conjunto acotad! 
formado con todas las distancias entre pares de puntos 


o C, incluido en IR”, es el supremo del conjunto 
pertenecientes a C. 


Ejemplo 1 
Consideremos el entorno plano de centro (2;2) y radio 1. 


Se trata de un conjunto acotado pues está incluido, por ejemplo, en el entorno 


centrado en el origen y radio 4. 
7 


Por lo tanto, k = 4 es una cota del conjunto pues Y3: (ReE((0:0),1)= Kx|<4). 


El entorno de centro en el origen y radio 1 + V8 es el entorno de menor radio, 
centrado en el origen, que lo incluye. 


El diámetro es el número 2, que es el supremo del conjunto de todas las dis- 
tancias entre pares de puntos del mismo, pero no es su máximo ya que, al no'per- 


tenecer al entorno los puntos de la circunferencia, no existe una distancia máxima 
entre pares de puntos del entorno. 


a EEN AAA 
Sea A = ((xy)/-15x=4 a —1<y=3). 


El conjunto está acotado y Puede incluirse en cualquier entorno centrado en el 
origen y radio mayor que 5. Obsérvese que el entorno de centro (0;0) y radio 5 no 
incluye al conjunto pues el punto (4;3) € A y no pertenece al entorno. 


En este caso, no existe ningún entorno con radio mínimo entte todos los que 
incluyen al conjunto A. 


El diámetro del conjunto es el número V524 = 1/41 que es el supremo del 
conjunto de todas las distancias entre pares de puntos del mismo. También es el 
máximo pues es la distancia entre dos vértices opuestos del rectángulo dado. 


Ejemplo 3 
B = ((xy)/0<Vx2+y2<8 y (xy) = (4:0)). 


El'conjunto está acotado y una cota, por ejemplo, es el número 5, pues B está 
incluido en el entorno de centro (0;0) y radio 5. No existe un entorno con radio mi- 
nimo entre todos los que lo incluyen. Su diámetro es 6. 


8 


EJERCICIOS 


1) Caracterizar los siguientes conjuntos: 


2) Para cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior ver si son acotados. Si lo 
son, dar el diámetro. S 

3) Graficar en R? el conjunto A = {(x;y)/0< Vx? +y? <2 v (x;y) = (4;1)}. Hallar su diá 
metro. o 

4) Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en el oh 
gen, que lo incluya. Indicar en cada caso, si existe alguno de ellos con ra: 
mínimo. 


A = (009/02 +(y-4)<1). 


n+1 


1 
B = ((xy)/x= AY == AMENA meN}. 


m 


C = (y: /0< VE +y?+22<3). 


V. Punto de acumulación 


La definición de punto de acumulación se extiende de inmediato de R A Mba 
considerando, en cada espacio, las definiciones de punto y de entorno reducido 
rrespondientes. 


ONIS OA OA ON OA O E ON OA OA OA EA OA OA IN ON OS A A EN OA A N s'el 
AN. i 7 


~ 


Sea CCR’, El à 
ER”. El punto a = (a,;2,;...; 
de acumulació o ā = (a,;ay;...:a,), que puede o no perte 
pór lo me n de C si y sólo si a todo entorno reducid pe necer a C, es punto 
nos, un punto del conjunto C. o, de centro à, pertenece, 


o x 
, ap i > $ (ae) 
sea, á punto de acumulación de C => Ve>03x€C xeCnNE'(A,€ 


Puede probarse, i 
, con la misma d NE 
torno de un pu isma demostración dada en R , 
oleada punto de acumulación hay infinitos puntos del conj que en cualquier en- 
El Pl pa tos puntos de acumulación Conjunto y que un conjun- 
a nto formado por tod P 
conjunto derivado C’. P los los puntos de acumulación del conjunto C es el 


Un conjunto es cel i 

ri 1 rrado si y sólo si le pe: 

lación. Es decir, C cerrado «= C'CC (ver Ca É anaa id ga acum; 
Ejemplo 1 


Sea © = ((x:y)/|x]<1 
` A ly|=2). Represent j 
, en ta A arlo gráfica: icar si 
y | caso, hallar su diámetro. Hallar C’ e er A jeta sies acotado 
es cerrado. 


es un conjunto acotado pues, por ejemplo, u diámetro es 
C l t tadi lo, CCE(0,3). Su di fi 2V5. 
C = {(xyy xls =2}.C C 
AYN/hidsta lyl= }. Cno'es cerrado pues, por ejemplo, (1;0) €! a (1;0)¢C 


Ejemplo 2 


B = {x;y} 0< V X- 1} +y -2} <1}. 


Se trata de un j 
RE entorno reducido B = E’ ((1;2),1). Está acotado y su diámetro 


B' = (y VEDETTE ji 
(1;2)€B' A (1:2)¢B. )2+(y—-2)2?s1}. B no es cerrado pues, por ejemplo 
Ejemplo 3 


C = (x= 4 1 
{xy)/x m AY =p APEN A men). 


10 


yk 


Y 


118 1/3 


n conjunto acotado y su diámetro es VĒ 


C es ul 
x= t a neN) voy) = (0:0)). 


C = (xy (x=0n y = 1 AmeN)v(y = 0A 
C no es cerrado pues (0;0)€0' a (0:0)ÉC. 


Ejemplo 4 


Veamos el caso similar al anterior, en el espacio tridimensional. 


A= {yd A y=bhaz= A neN a meN a SeN}. 

es V3, El punto (0:0:0), por ejemplo, es punto de 
al conjunto. Por lo tanto, Ano es cerrado. También 
puntos cuyas coordenadas son del tipo siguiente: 


A está acotado y su diámetro 
acumulación de A y no pertenece 
son puntos de acumulación los 

ad B Ta A Tn? 1,1 
(0;0; 3» Oza (00), Er q; z) (+ z} con neN a meN a SeN. 


(0;0;1) que no pertenece al conjunto A. Con- 


Observemos, por ejemplo, el punto 
centro en dicho punto y radio e A 


sideremos un entorno reducido con 
| conjunto din con n>100 y m>100. 


dicho entorno pertenecen los puntos del 
> y m— Luego, (0;0;1) es punto de 


Para cualquier radio €, basta tomar n 
ás puntos indicados. 


acumulación de A. Lo mismo sucede con los dem 


EJERCICIOS 


1) Probar que l 


la intersección. 
2y Para cada uno de ios conjuntos siguientes, hallar el conjunto derivado y verificar 


si el conjunto inicial es cerrado o no lo es. Previamente graficarlos, si es posible, 
A=1xy/9é+4y=16) B= yy (s2) i ; 
C= {Quy;z)/ x2 +y? +z? <9} D = {(x;y)/x>0 a y 32) 

E = (y (k>2 ayl=3)v bay) = 0:0) F= (6y/xy=0) 


a unión de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Ídem para 
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G = {(x;y)/0< Vx- 12+ {y +3)? <5} 
H = (Syk =1=2 a ly+2]=5) v(xiy) = (4:2) 


Vi. Punto interior 


Sea CCP". El punto à € C es interior al con 
con centro en á, totalmente incluido en C. 


Es decir, á interior a C tes 3E(A)- E(á)co- pa An 


A conjunto de los puntos interiores al conjunto C, lo designamos C. 
a conjunto es abierto si y sólo si todos sus puntos son interiores. 
abierto» IC, = C (ver Cálculo 1 - cap. 2). 


Ejemplo 1 


r 


A = {(x;y)/xy>0} 


A está formado por el primer 
y tercer cuadrantes, excluyen j 
denados. A, = A y A es un conjunto abierto. id 


Ejemplo 2 


ia el Puno, de C es interior al conjunto, pues, 
OS, en todo entorno del mismo hay si , 
Tecniume. ay siempre al 


Considerando cualquiera de 
gún punto que no pertenece 


Ejemplo 3 


B = {(x;y)/4<x?+y2 <9} 


y$ 


B, = {(x;y)/4<x? +y? <9}. 


BÉB, En efecto, el punto (3;0) 


rior al mismo. , Por ejemplo, pertenece al conjunto y no es inte- 
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junto C si y sólo si existe un entorno 


eo 
e. 
e 
e 
e- 


Ejemplo 4 


D = E'((2:4:3),1). D es el entorno reducido, incluido en R°, cuyo centro es 
(2;4:3) y cuyo radio es 1. 
D, como todo entorno, es un conjunto abierto pues todos sus puntos son inte- 


riores. 
Demostraremos esta propiedad. 


Un entorno es un conjunto abierto. 
El teorema, válido en R” para cualquier valor natural de n, será demostrado 
para n = 2. Recurrimos, para su clarificación, a un gráfico en el plano. 


4 Demostración 


Consideramos E(4,r), es decir, un entorno de centro á y radio r>0. Por definición, 
es E(á,r) = (X/|x-ál<r). 

Para probar que es un conjunto abierto debemos probar que cualquier punto del 
conjunto es interior al mismo. O sea, si X, es un punto cualquiera que pertenece al 
entorno, hay que demostrar que existe E(X,)CE(A,.r). 

Como X¿€E(á,r) es: |x,—á]<r. 


Sea |X,—á] = e. Probaremos que el entorno de centro X, y radio r~ € está inclui- 
do en el entorno dado. 

En efecto, si XeE(X,,r— €), según ld propiedad triangular, es: K-als|x-x,1+|%,-al. 

Como |x-x,|<r—e€ y |k,-á] = e, resulta [k-ál<(r-e)+e = r. 

O sea, |x-ál<r y entonces XeE(á,r). 

Luego, Vx: (XeE(X,. r~e) > XeE(8,1)). 

Por lo tanto, queda probado que existe E(X,, r~e) incluido en E(á,r), y X, es in- 
terior al conjunto E(á,r). Como X, es un punto cualquiera del conjunto, éste es un 


conjunto abierto. 
(En el gráfico puede observarse que cualquier entorno de centro X, y radio po- 
sitivo s<r—e, también está incluido en el conjunto.) 


EJERCICIOS 


1) Demostrar que la unión de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Ídem 
para la intersección. 
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ESA OS EA NA OS A RIN EOS ANAIS AA EA AOS A ON AA MAS 


2) Graficar cada uno de los siguientes conjuntos y hallar sus puntos interiores. in- 


i i El conjunto de puntos exteriores es A = {yy x+y >t} 
dicar si el conjunto inicial es abierto o no lo es. 


El conjunto A no tiene puntos aislados. 


de | baz ii j ia con centro en el origen y radio 1. 
S A= {(x;y)/]2x-y|=5}. B = ((y)/|x+3y|>1). Y La frontera de A es la res let 
n C = db/(el<2 a Jyj>1) v (ay) = (0:0)). bug aii i y Y 
D = ((xy)/x?+y?-8x+4y = 12}. ius 
babes Ejemplo 2 


MIL. Punto aislado, exterior, frontera 
3 Punto aislado 


Analizar el conjunto siguiente: 


B = (y (x-2/<1 a ly-1152) v x = 4 v (uy) = (5:2)) 


y Sea CCR". El punto āeC es aislado si y sólo si existe un entorno reducido de Ss E X= 4 
á al cual no pertenece ningún punto de C. E El conjunto B no está acotado. B' = (y ^ N 2 E con- 
y ÓN i A < n Obsérvese que los puntos de la recta x = 4 son puntos de acumulaci 
O sea, ā aislado en C => de ABE oy E'(á)n0 = $: a junto B en R? pues verifican la definición. es adR 
En el conjunto A = ((xy)/x = == A y =-5 a MEN a neN), todos sus puntos E~ B no es cerrado pues B'ĖB. Por ejemplo, (150)€B" a (1; $ ` 
"son aislados. i ai 


Punto exterior ka ai 


Sea CGR”. Un punto á es exterior al conjunto C si y sólo si existe un entorno 3 
de á al cual no pertenece ningún punto de C. O sea, existe un entorno de á incluido ? 
totalmente en el complemento de C. 


Es decir, á exterior a C > 3E(A)/E(á)JNC = $. ` 
Al conjunto de todos los puntos exteriores al conjunto C, lo designamos Co: i di 


Punto frontera 


Sea CGR”. Un punto á es frontera del conjunto © si y sólo si á no es interior 
à ni exterior al mismo. 


, Por lo tanto, en todo entorno de un punto frontera hay puntos que pertenecen o. 
} al conjunto y también puntos que no le pertenecen. E : ana = («y /1<x<3 a -1< y < 3}. B no es 
i La frontera de un conjunto es el conjunto al cual pertenecen todos sus puntos ps 2 El conjunto de puntos interiores es P= eyi ecuación x = 4 pertenecen al 
"frontera. La desigriamos C,. 2d abierto pues, por ejemplo, los puntos de la recta de 

NO 1 A i conjunto pero no son interiores al mismo. 

! Ejemplo 1 na . 

ió JE B, = (xy KZ] v y-1>2) a xtA a (AZ), 


i Hallar puntos aislados y exteriores del conjunto A. Dar también su frontera. 
O) A= yO, . : El punto (5;2) es un punto aislado. 
lo, Y "TS La frontera 


B, = (y) /x=1 a —15yS8) v K= 3 A Para A a 15x=3) v 
v {y =3 a 12x83) vx = 4v (xy) = (5; 


Obsérvese que un punto aislado es siempre frontera pues no es interior ni ex- 


RS terior al conjunto. A e 
Obsérvese también que a un conjunto abierto no puede pertenecerle ningún 


punto frontera. En cambio, un conjunto cerrado siempre incluye a su frontera. pd 

j tonces, si a un conjunto le pertenecen algunos de sus puntos frontera, pero no to 
us E dos, no es abierto ni cerrado. 
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"Conjunto perfecto E 


Conjunto compacto 


Un conjunto es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. 


Conjunto denso en sí 


Un conjunto es denso en sí, si y sólo si todos sus puntos son de acumulación 


ezes 

do 
3 P 

Pga 


i 


Viil. Algunas propiedades 


Pueden probarse, adecuando las demostraciones ya vistas en R, propiedades 
de conjuntos cerrados o abiertos en R°. 

La unión de dos conjuntos cerrados en R° es un conjunto cerrado y también lo 
es su intersección. La propiedad puede extenderse a la unión de una familia finita 
de conjuntos cerrados en IR” y a la intersección de una familia cualquiera de con- 
juntos cerrados. 


Un conjunto es perfecto si y sólo si es cerrado y denso en sí. 


El conjunto A del ejemplo 1 (pág. 14) no es compacto pues, aunque está aco- 
tado, no es cerrado, Es denso en sí pues todos sus puntos son de acumulación. 
El conjunto B, del ejemplo 2, no es compacto pues no es cerrado ni está aco- 


tido Tampoco es denso en sí pues el punto (5;2) le pertenece y no es de acumu- 
lación, - 


EJERCICIOS 


1) Dados los siguientes conjuntos en R?: a) graficarlos; b) hallar el conjunto deri- 


ye sus puntos riores; c) clasificar | ntos se ert 
vado de tos interiores; fi las conjuntos iniciales en abiertos 
o cerrados; d) hallar su frontera. 


A = {(xy)/ix=y|=4 a |y-4[<2). 

B = ((xy)/x+y2>8y-15 a y?-8y=—12—x?}, 
C = {(x;y)/X2+2x< y +3 a [x+2/=2). 

D = {(xy)/yY?<2x+4 a 2x+y2<4). 


2) Graficar los siguientes conjuntos en Rê. Hallar puntos de acumulación, interiores. 
exteriores y frontera. Indicar si los conjuntos iniciales son cerrados, abiertos, com- 
pactos, perfectos o densos en sí. 


A = {(x;y)/x2+y2s1}. B= {yy x +y?>1}, 

C = ((xiy)/xP+y?2<4) — ((y)/x=0 a y = 0). 

D = {(xiy)/ix+y|s2}.  E=((xy)/0é+y?-4)-(x2+y?-9)>0]. 
F = ((x:y)/0<x=1 a 0<y<1 a xy). 

H = {0y)/(x]<2 a x>y) v (xy) = (8). 


3) Ídem en P? para: 
A = {(x:y;z)/x?+y? +221}. B = {(x;y;2)/x2+y2+922<1}. 
C = {yzy ix<2 a lylst a [2J2). 


4) Analizar los siguientes conjuntos en R2: 
A = {x;y} x+2y}>3 v [xy] = 0). 
B = ((x:y)/(x+2y)>3 v ]x+2y] = 0): 
C = E((2:8),4) D = E'((~4;1),2) 
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PEIEE 


Qe, 


La unión de dos conjuntos abiertos en Res un conjunto abierto y también to~ 
es su intersección. La propiedad se extiende a la intersección de una familia finita 
de conjuntos abiertos y a la unión de cualquier familia de conjuntos abiertos. 

Obsérvese que la propiedad de la unión de una familia de conjuntos cerrados, 
así como la intersección de abiertos, se refiere exclusivamente a familias finitas. Si 
la familia es infinita, la unión no es necesariamente un conjunto cerrado ni la inter- 
sección abierto. 

Un ejemplo simple puede darse en IR con la siguiente familia de conjuntos 
abiertos. 


JA, = (= 


1,1 
A= (1) Ass 


VheN: A, = (~ i5 es un conjunto abierto. 
Consideremos la intersección de los infinitos intervalos. 


æ 
Es (A, = {0} y {0} no es un conjunto abierto. 
h=1 


Demostraremos algunas propiedades que utilizaremos en R2, 


Teorema 


Sea (A,) una sucesión de intervalos cerrados bidimensionales (rectángulos ce- 
rrados de lados paralelos a los ejes). Si cada uno de ellos está incluido en el anterior 
y las longitudes de sus lados tienden simultáneamente a cero, entonces la intersec- 
ción de los infinitos rectángulos es un único punto, 

(Este teorema corresponde al de intervalos encajados en R — Cálculo 1, cap. 
9.) 

El rectángulo A, es el intervalo cerrado bidimensional la, 5, 


Si a, = (a,¡a/) y b, = (b,:b;), el rectángulo A, es el conjunto 


A, = ((xyy)/a,sx=b, a a sysb'). 


Análogamente A, = ((x:y)/a,¿EX3b, ^ a,sysb;}. 


(6y)/a,Exsb, ^ a,sysb/). 


PS 


n 
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1 
$ 


Además, 


a lím_(b,—a,) = 0 a lí, (bay) = 0. 


La proyección sobre el eje x del rectángulo A, es el intervalo cerrado [a,;b,], la 
del rectángulo A, es [a,;b,], etc. O sea, {a;b} [a,;b,),...[a,;D,)... forman una suce- 
sión de intervalos encajados, sobre el eje x, cuyas longitudes tienden a cero. De 
acuerdo con el teorema en una dimensión, su intersección es un único número 
real Xp. 

Considerando las proyecciones de los rectángulos sobre el eje y, obtenemos otro 
encaje de intervalos cuyas longitudes tienden a cero: 

[a,:b;), [ayb] [anb] que determinan, como intersección, un único núme- 
ro real yy 

El punto ā = (Xy;y,) verifica la tesis del teorema. 

En primer lugar, pertenece a todos los rectángulos, pues 


o o 
x= (iab ^Y = N [aj:bp]. 


Además, ambos son únicos por el teorema de intervalos encajados en R. 
Luego, á = (x,:y,) es el único punto que pertenece a todos los rectángulos. 


Teorema de Bolzano-Weierstrass (en R?) 


Todo conjunto infinito y acotado tiene un punto de acumulación. (El enunciado 
es el mismo que en una dimensión y la demostración que daremos puede extender- 
se a cualquier dimensión.) 


Consideramos un conjunto A tal que AGR? y A infinito y acotado. Como es un 
conjunto acotado, se lo puede incluir en un entorno de radio k>0 y centro en el 
origen. Este entorno, a su vez, puede incluirse en un rectángulo cerrado, de lado 
2k, centrado en el origen. 
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Subdividiendo este cuadrado A, en cuatro cuadrados, a uno de estos cuadrados 
pertenecen infinitos elementos del conjunto A. Sea éste A,. (Si cada uno de los cua- 
tro cuadrados tuviese solamente un número finito de elementos de A, su unión, o 
sea, el cuadrado inicial A, tendría solamente un número finito de elementos de A.) 

Por lo tanto, A, es un cuadrado, cuya longitud de lado es k, al cual le pertene- 
cen infinitos elementos del conjunto A. è 

Subdividiendo A, de la misma manera, sea A, el cuadrado que tiene infinitos 


elementos de A y la longitud de su lado es =% Análogamente, para A, la lon- 


gitud desu lado es E y así sucesivamente A, es el cuadrado cuyo lado tiene 
longitud n= que contiene infinitos elementos del conjunto A. 


Se ha formado, entonces, una sucesión de rectángulos encajados, cuyos lados 
tienen longitudes que tienden a cero. Sea ā la intersección de esos infinitos rectán- 
gulos, según el teorema anterior, Probaremos que ā es punto de acumulación del 
conjunto A. ` 

Consideremos un entorno cualquiera de centro á y radio €>0. En ese entorno 
puede incluirse un cuadrado A, de la sucesión. Basta para ello que su diagonal sea 
menor que 2e y ello es posible porque las longitudes de las diagonales tienden a 
cero con las de los lados. 


A ese cuadrado A, pertenecen infinitos puntos de A, y por lo tanto, hay algún 
punto xx+4 tal que XeA y XeE(3;€). Luego, á es punto de acumulación de A. 


+ Propiedad de Borei 


El teorema de Boret también es válido en R°. Definimos primero' cubrimiento 
abierto de un conjunto A. 
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La familia F de conjuntos es un cubrimiento abierto de A si y sólo si: 
19) F=(F,) y VneN:F es un conjunto abierto; 


n 
2%) cada uno de los puntos del conjunto A pertenece, 
conjuntos F,. O sea, VXEA3F, eF tal que eF, 
El cubrimiento es infinito si la f 
finito en caso contrario. 


por lo menos, a uno de los 


amilia F está formada por infinitos conjuntos y 


Sección Vil 
1) A' = [(xy)/|Ix—yi=4 a ly-4j=2) A no es cerrado. 


A, = ((x:iy)/lx—y[<4 a ly-4|<2} A no es abierto. 


A; = [y {y = 2 a —25x6) v (y = 6 a 28x510) v (y =x-4 a 25y36) v 


v (y =x+4 a 2<y<6)). 


Sea AGR”. Si A es un conjunto cerrado y acotado (compacto), y F es un cu- 
brimiento abierto 


de A, entonces existe un subconjunto finito de F que también re- 
cubre a A. (La demostración es análoga a la vista en Cálculo 1 - cap. 2.) 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 1 
Sección IV a 
1) A = (oy Vhisy) B = {(xy)/x?b?+y2a?<a?b? n x? +y? >b?) 
C = {(x;y)/2x+5y<10}. D= ((xiy)/O=x<2 a OSY<2 a xy a x#2-y}. 
2) diám. B = 2a diám. D = 2V7 3) diám. A = 2+V/17 


4) ACE((0;0),10). El entorno centrado en el origen y radio r = 1+2V5 es el de radio 
mínimo que incluye a A. 


BCE((0;0),5) C<E((0;0;0),10). El mismo conjunto C es el de radio mínimo y 
centro en el origen que incluye al conjunto. 


Sección V 


2) A =A A es cerrado B' =B B es cerrado. 
C = ((xy:2)Né+y?+22S9). C no es cerrado. 
D' = {(x;y)/x=0 a y =2}. -D no es cerrado. 
E = (xy) xj=2 a ly[s3). E no es cerrado. 
F=F  F'cerado G'= (001) /(x-1)?+(y+3)?=25). G no es cerrado. 
H = ((y)/lx-1|52 a ly+2)<5). H no es cerrado. 
Sección Vi 
2) A = {(x;y)/|2x~-y|<5}. A no es abierto. 
B, =B B es abierto. 
G, = {y)/x}<2 a lyj>1}. C no es abierto. 
D =¢ D noes abierto. 
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B' = {(x;y)/x?+(y—4)}=1 a x2+{y—4)?=4} B no es cerrado. 
B; = {(x:y)/X?+(y—4)}>1 a xX +(y—4)}?<4} B no es abierto. 
B; = {(xiy)/x+(y-4} = 1 v2+(y-4)? = 4}. 


C' = {(x;y)/y=x2+2x—3 a -4<x<0) C no es cerrado. 

C, = {(x;y)/y>x2+2x-3 a -4<x<0) C no es abierto. 

Cy = {yM = 5 a =4axa0)v (x = 0 8558) v (y = (x+1)2=4 a 
a —4sx<0)}. 
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AnA 


Cm ~ mm 


D = ley hy? -2=xs2- e. D no es cerrado. 
D,=D D es abierto. 


D, = (y 4 = Ly?-2 a 25ys2) v (x = 2= Ey? a —2sy<2). 


2) A'=A A cerrado „A = ((x:y)/x?+y*<1) A no es abierto. 


A, = {0Gy)/X?+y°>1} A, = {(x;y)/x2 +y? = 1) A es compacto, denso en sí y. 


perfecto. 


B' = {(x;y)/x?+y?=1} B no es cerradc B, =B 

B, = {(xy)/X?+y?<1} B, = {y} x+y? = 1) 

B no es compacto ni perfecto. B es denso en sí.* 

C = (xy? +y?<a) 

C=C Ces abierto. » 
e = (Xy) x+y >A} Cy = (y) X+? = 4} U ((xy)/y = 0 a O<x=2). 

C no es compacto. Es denso en sí. No es perfecto. 


B es abierto. 


C no es cerrado. 


D' = {(xy)/[x+y|=2} 
D, = ((y)/Ix+y]<2) D no es abierto. 

D, = {xyyix+y>2} D; = {0cy)/ix+y] = 2). 
D no es compacto. D es denso en sí y perfecto. 


D es cerrado. 


22 


E = {(xy)/ (x2 +y? —4) (x? +y?~9)=0} E no es cerrado. 

E =E  Eesabierto E, = (001/04 +y2-4) (x2 +y?—9)<0}. 
E, = ((xy)/04+y?-4) (x*+y?-9) = 0), 

E no es compacto ni perfecto. Es denso en sí. 


F no es cerrado. 


F’ = ((x:y)/O<x=1 a Osy<1) 

F, = F-{(xy)/x = 1} F no es abierto. 

F, = ((uy)/(O=x=1 a y = 0) v (0sxs1 n y = 1)v (x= 0 a 0syst)v 
v (x= ta O<sy=1) v (x=y a 0<x<1)). 

F no es compacto ni perfecto. Es denso en sí. 
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H = ((x:/|xJS2 a xy) H es cerrado. 

K, = H-((3,1) H no es abierto. 

H, = (uy y>x v (x]>2 a (y)*(3:1))). 

(3;1) es un punto aislado. 

H; = [00] = 2 a x2y) v (x1<2 a x = y)) U (8,1). 
H no es compacto ni denso en sí. No es perfecto. 


3) A'=A Aescerrado A, = {(X;y;z)/x?+y?+z?>1} A no es abierto. 
A, = {(Xy;Z)/ x? +y? +z? <1} Ap = (yz) x? +y? +z? = 1). 
A es denso en sí y perfecto. No es compacto. 


B’ = {(X;y;z)/xX?+y?+9z?=1} B no es cerrado. 
B =B  Besabierto B, = {(x;y;z)/x?+y?+9z°>1}. 
B, = {(x;y;2)/ xX? +y? +92? = 1} B no es compacto ni perfecto. Es denso en sí. 


O! = [(6yi2)/|x82 a lyj=1 a [lzl=2) C no es cerrado. 

G = {yz} x}<2 a lyl<t a iz|<2} `C no es abierto. 

C, = [Ooyiz)/(x1>2 v lyj>1 v [z[>2). 

C= {yzy} = 2 a lys a jeje?) v e2 a yl. = t a [252) v e2 a 
a lyist a [al = 2- 

Es denso en sí. No es perfecto ni compacto. 


4) A! = ((y)/|lx+2y[=3 v x= y) A no es cerrado. 
A, = (Quy)/|x+2y[>3) A no es abierto. 
A, = [6y)/lx+2y1<3 a x+y}. 
A; = ((0Gy)/|lx+2y| = 3v (x =y a -1<x<1). 
A no es compacto ni perfecto. Es denso en sí. 
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B' = ((xy)/Ix+2y [23 v x = —2y) B no es cerrado. 
B, = ((6y)/|lx+2y]>33 B no es abierto. 

B, = ((xy)/(x+2y|<3 a x#-2y}. 

B, = {(x;y)/x+2y| = 3v x = -2y). 

B no es compacto ni perfecto. Es denso en sí. 


C' = ((uy)/(x—2)2+(y-3)2=16)' C no es cerrado. 

C=C Cesabierto  C,=((xy)/(x-2)%+(y-3)%>16). 

€; AS =16) C no es compacto ni perfecto. Es denso 
en sí. 


D' = ((xy)/(x+4)2+(y-1)2=4] D no es cerrado. 
D=D  Desabierto D, = ((xy)/(x+4)%+(y-1)2>4). 
D, = ((xy)/(x+4)%+(y-1? = 4) U ((-4:1)). 

Es denso en sí. No es compacto ni perfecto. 
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2. VECTORES 


El material de este capítulo no corresponde, de manera directa, al cálculo. Ge- 
neralmente los alumnos ya lo conocen, por haberlo estudiado, en forma mucho más 
completa, en álgebra lineal o en geometría analítica. 

He ubicado en este capítulo definiciones y propiedades que serán usadas en el 
libro, en especial para el estudio de funciones vectoriales y campos vectoriales. 

Si el estudiante las tiene presentes, puede obviar la lectura de este capítulo y 
recurrir a él cuando necesite recordar algunas nociones vectoriales o de geometría 
analítica que se utilizarán más adelante. 


l. Espacio vectorial 


Consideramos primero la definición de la estructura de espacio vectorial para 
cualquier conjunto V, no vacío, respecto de un cuerpo conmutativo (K, +, -). 

Sean ® y O dos operaciones. 

(V, O, K, D) es espacio vectorial si y sólo si se verifica: 

1) (V, ®) es grupo conmutativo, 

2) ( es una ley de composición externa con operadores o escalares en K. 

O sea: 0: KxV— V/VaeKVWWeV: aOveV. 

3) la ley externa satisface la asociatividad, enunciada así: 


VaEKVBEKVVEV: (a .B)OV = an(Baoy. 


4) la ley externa es distributiva respecto de la adición en K. Propiedad enun- 
ciada así. 


VaEeKVBEKWWEV: (a+ B)oV = (a«OvO(Bay. 

5) la ley externa es distributiva respecto de la adición en V. Propiedad que se 
indica: 
VaeKYžeVYýEV: DOY) = (a0xO(any). 


6) la unidad del cuerpo es elemento neutro para la ley externa. 
O sea: VWWeV: 107 = Y, donde 1 es la unidad en el cuerpo (K, +, >). 
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El conjunto K recibe el nombre de conjunto de escalares y cada uno de sus 
elementos es un escalar. El conjunto V es el conjunto de vectores y cada uno de sus 
elementos es un vector. 

+ y - son las leyes internas en el cuerpo y se llaman adición y multiplicación 
de escalares. La ley interna O, definida en V, es la adición de vectores, y la ley ex- 
terna O es la multiplicación de escalar por vector. 

Obsérvese que la ley externa se define como función de KxV en V, y como el 
producto cartesiano no es conmutativo, no tiene sentido cambiar el orden y multi- 
plicar vector por escalar. 

El producto de un escalar por un vector es, como ya se ha indicado, un vector. 
El neutro para la adición en V es el vector nulo, que se designa Ó. 

He usado símbolos diferentes para designar las operaciones en K y en V, con 
el objeto de clarificar las nociones iniciales que caracterizan la estructura abstracta 
de espacio vectorial. Sí bien los símbolos diferentes permiten aclarar dichas nocio- 
nes, en el uso repetido complican y hacen muy tediosa la notación. Por eso, una vez 
comprendido su significado, prescindiremos de ellos al trabajar con el único modelo 
que nos interesa en este texto, que es R” con escalares en R. Es decir, al vector 
xOy lo designamos simplemente X-+Y, al vector av lo indicamos av, etcétera. 

Comenzamos con un modelo simple de espacio vectorial, considerando como 
conjunto de vectores al conjunto R? y como conjunto de escalares al conjunto R de 
los números reales. 

Para verificar que (R?, O, R, o) es espacio vectorial, definimos las dos leyes 
de composición: 

1) la adición de vectores es (a;b)O(c;d) = (a+c;b+d). 

Obsérvese que la adición en el primer miembro es O (en R?) y la que aparece 
en el segundo miembro es + (en R). N 

Puede verificarse de inmediato que R?, con O, adquiere estructura de grupo 
conmutativo donde el vector nulo es (0;0). 

2) la multiplicación de un escalar por un vector es «M(a;b) = (a-aja-b). 

Puede probarse ahora, en forma muy sencilla, que se satisfacen los restantes 
axiomas de espacio vectorial. 


Para simplificar la notación, como hemos anticipado, nos referimos al espacio 
vectorial R? con escalares en R. 

Por lo tanto, un elemento perteneciente a IR? es un vector. Si el vector es 
Y = (a;b), a es la primera componente y b la segunda y puede representarse en el 
plano por el punto de abscisa a y ordenada b. El vector nulo corresponde al origen. 


En geometría y en física es usual representar un vector mediante una flecha 
con extremo inicial en el origen de coordenadas y extremo final en el punto indicado 
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en el plano. La recta determinada es la dirección del vector y los extremos dan el 
sentido. La suma de dos vectores es un vector cuyas componentes son ordenada- 
mente las sumas de las componentes respectivas. El vector opuesto es un vector 
cuyas componentes son los números opuestos de las componentes iniciales. 

Geométricamente, la suma de vectores se obtiene utilizando la conocida “regla 
del paralelogramo”. 


Esto permite considerar siempre vectores cuyo origen coincide con el origen de 
coordenadas. 


xf 


Otro ejemplo de espacio vectorial que utilizaremos es el de R? con escalares 
en R. Todo elemento de R* puede representarse mediante un punto del espacio 
tridimensional o un vector con tres componentes. 

Utilizaremos la terna dextrógira o derecha. (Si colocamos el dedo pulgar de ia 
mano derecha en la dirección positiva del eje x, y el indice en el sentido positivo del 
eje y. el dedo central indica naturalmente la dirección positiva del eje z.) 


| 
Y 
) 


terna levógira 


terna dextrógira 


En general, el conjunto R" también adqut:re estructura de espacio vectorial 
para cualquier n'>3, con escalares en R..Para ello se definen ia ley interna y la ley 
externa en forma análoga a la realizada en R? y R3. 


Igualdad de vectores en IR” 


Considerando la igualdad de n-uplas, dos vectores son iguales si y sólo si sus 
componentes son respectivamente iguales. 
Es decir: ž = y e Vi: (x, = y, a 1sisn a nen). 
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En R?, por ejemplo, sea 
ā = (aa) A b= (b, -X,¡D,=X2)- 
ā= b a, =b,-X, na, =Db,-X,. 
Norma de un vector en IR” 


Si consideramos la métrica euclídea, la distancia de un punto al origen se de- 
nomina norma, longitud o módulo del vector correspondiente. 
A v2 
Six = (X XaiiX,) es |x| = Vx?+x2+...+x2 o sea, |x| = (È 4) 
RIS Jae $ 
En R: |x| = Vx?, propiedad ya vista para módulo de un número real. 
En R?: lx] = Vx?+y?, etcétera, 
Un vector es unitario si y sólo si su norma es 1. Se lo denomina versor. 


ll. Dependencia lineal 
Definición 1 
En R° el vector á es combinación lineal de los vectores á,,á,,....á, si y sólo si 
existen escalares Apay Q tales que à -5 aå, 
; ia 
Definición 2 


Un conjunto (a,,á,,...á,) de s vectores de R° es linealmente independiente si 
y sólo si la única combinación lineal de los mismos que da el vector nulo tiene todos 
los escalares nulos. * 

En símbolos: 


5 
(a,,4,....8,) linealmente indep. en R" D aā =Ú0 = Vi: a = 0. 
i=} 
Por ejemplo, en R? los vectores ï = (1;0) y į = (0;1) forman un conjunto lineal- 
mente independiente. 
Análogamente, en R? los vectores coordenados unitarios: 
T= (1;0;0), j= (0;1;0) y k = (0;0;1) forman un conjunto linealmente independiente. 
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Si un conjunto de vectores de un mismo espacio no es linealmente indepen- 
diente, se denomina linealmente dependiente. Puede probarse de manera muy sim- 
ple que un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sólo si uno de ellos 
es combinación lineal de los demás. 

Por ejemplo, sean á, y á, dos vectores de R? que forman un conjunto lineal- 
mente dependiente. Por definición, Ji tal que 5 02, =Ó a a,+*0. Suponiendo œ, +0 

iat 
es &ä +04, = 0 A GRO: 
5 2 Y. a Ara 
Luego, á, = ( e +) á, y los vectores á, y á, resultan paralelos en el plano. 
a 
t 

La dependencia lineal, entonces, significa geométricamente en R? que los vec- 
tores están incluidos en rectas paralelas. Considerados a partir del origen (vectores 
libres) se ubican sobre la misma recta. 

De manera similar puede verificarse en R? que si tres vectores forman un con- 
junto linealmente dependiente, entonces existe un plano al cual los tres vectores re- 
sultan paralelos. 


Base de un espacio vectorial 
Definición 


El conjunto (X,,X,,...,X,) es una base del espacio IR” si y sólo si se verifica: 

1) el conjunto es linealmente independiente. 

2) todo vector del espacio puede expresarse como combinación lineal de los 
mismos. 

Tienen especial importancia en RA" los siguientes vectores unitarios: 

ù, = (1;0;0;....0), ù, = (0;1;0;...:0),..., YU, = (0:0;...;1), 

llamados vectores coordenados unitarios o versores principales. 

Es usual la siguiente notación para dichos versores: 

en R?: (1;0) =1, (0;1) =} 
en R?: (1;0;0) = ï, (0;1:0) = ], (0;0;1) = k 
Puede probarse fácilmente la siguiente propiedad en R”: 
á = (a,;a,;...a,) => á = a Ü, +a,0,+...+a,Ú,. 

Puede demostrarse también que el conjunto {i,j} es una base en R? y (1,k) lo 
es en R?, Lo mismo sucede con (ú,,U,,....ú,) en IR”. Cada una de estas bases recibe 
el nombre de base canónica del espacio correspondiente. 


n 
Siá= > aj, 
5 


base canónica o simplemente las componentes de á. 


entonces a,,4),...a, son las componentes de á respecto de la 


Si a%0, entonces E es un vector unitario o versor. 
á 


En efecto, e = 


30 


Su norma: 
2 2 2 
A a a a 
zs 2 E gra A e 2 
E 2 
lal attat.. +a? atat.. +a? ał+aĝ+... +a? 
n ye 
i Y (ar 
á izt 
m AA =1 
lal 


2 ay 


La división de un vector por su módulo suele llamarse “normalización” del vector. 
Por ejemplo, siendo á = 21+5j es [a] = V29. 


E 
(al 


A ae g Bay 
al v23 v29 


173 
29 “ag” 


lil. Álgebra vectorial 


Además de las operaciones ya definidas: adición de vectores y multiplicación 
de escalar por vector, pueden darse otras leyes de composición con referencia a 
vectores. 

La definición de sustracción es inmediata y se apoya en la existencia del vec- 
tor opuesto para cada vector. g 

Es d=á-b =d=a+(-b). 

Interesan, en especial, dos tipos particulares de multiplicación. 


a) Producto escalar 


Definimos en R” el producto escalar o producto interno de dos vectores de la 
siguiente manera: 

. siendo X = (Aoi), y= W¡Y o Y) es R Y = Xx Y PY ho PY 

Oseax-y = Xy,- 


141 
(=1 


De acuerdo con esta definición, el producto escalar de dos vectores de un mis- 
mo espacio es el número real que se obtiene como suma de los productos de las 
respectivas componentes. 

Pueden probarse las siguientes propiedades del producto escalar: 

1) propiedad conmutativa: á+-b = b»á. 

2) propiedad distributiva respecto de la adición de vectores: 

á-(b+0) = (2-b)+(4+0) 
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3) propiedad “asociativa”: («a)»b = afá+b). 
4) propiedad del módulo: ¿+4 = la? 
5) desigualdad de Cauchy-Schwarz: |A+-b|<Jáj|b]. 


$ Probaremos la última propiedad 


a) sià = Óvb = 0, entonces los dos miembros de la desigualdad indicada dan 


el número real O y se satisface la igualdad. 


O sea, ¿=0vb=0 = [a.b] = 0 a Jalb] = 0> Ja-b| = [ab] > la-b[sjalib!. 


b) suponemos å+Ô a bxÓ0. 
Considerando que « es un número real cualquiera, definimos la función escalar 
f de la siguiente manera: 


ER > R/K(0) = jeá+bi? 


Observemos que el recorrido de f está formado por números no negativos. 
Por la propiedad 4, es fía) = (a«A+b)-(aa+D). 
Aplicando las propiedades 1, 2 y 3, resulta: 


fla) = a?la?+204 » b+]b]? 
Completamos un cuadrado en el segundo miembro, de la siguiente manera: 


ha) = aP tz a:b (2 ab y J-er- 


jal? ar 
o= ae (EY + ¿era sr], 
Elegimos el vao de a que anula al primer término de la suma. Para ello basta 
a: 
ae 
Como los valores de f no son negativos, es Va: f(a)=0, y por lo tanto: 


àb 1 Lib & 
t(- a ) =- zl alib- a-b)? | =0 
ae) T pp 2E- 
Luego a? |b?=(4:b)?. 
Por tratarse de números no negativos, extraemos raíz cuadrada en cada miem- 
bro y resulta [á-b|<|állb], que es la tesis. 


(aby 
jaj? 


Luego, f( 


hacer a = - 


Otra forma de expresar la desigualdad de ADAC es: 


z e v2 112 
RPO] 
121 mi 


Utilizando directamente la definición de producto escalar, puede probarse en R°: 
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El producto escalar tiene en R? y en R? una importante interpretación geomé- 
trica. 

Sean á y b dos vectores del espacio R? y a el ángulo que forman (0<a<»). En 
el plano de ambos vectores queda determinado un triángulo al cual podemos apli- 
carle el teorema del coseno de trigonometria plana. 


Los lados del triángulo determinado por O,á á y b tienen las siguientes longitudes: 
lál. Ibl y lb-ál. 
Por el teorema del coseno es: 


[b-af? = lap? +]b?-2Jaflbjoosa (1) 

Por propiedad del producto escalar, es también: 

lb-a? = [bj?+[a?-24.b (2) 

De (1) y (2), resulta á + b = [ál]b] cos a, expresión que suele darse en Rê y R? co- 
mo definición geométrica del producto escalar, y que se verifica también si 
a=0va=r. 

De esta fórmula podemos sacar algunas conclusiones. En primer lugar, como 
lal y JB] son números positivos si ninguno de los vectores es el vector nulo, el signo 
del producto escalar es el signo del coseno del ángulo que forman los vectores. 
Por lo tanto, el número á-b es negativo si y sólo si cos a es negativo, o sea, si 
3 <as=w. Además, si á y b son vectores no nulos, el producto escalar es nulo si 


cos a = 0. Esto sucede si a = Si en cuyo caso los vectores son perpendiculares 


u ortogonales. 

Luego, ā +b = 0 = ā = Ôv b = Ôv àL b. 

Por otra parte, si el producto escalar no es nulo, la definición geométrica permite 
calcular el ánguio que forman entre sí dos vectores dados, si se conocen las com- 
ponentes de dichos vectores, 


En efecto, si [aj |Jbj+0 es cos a = 
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ETA IA AAA MONA ENANA OS 


ER, 


ST a AnA 


a,b, +a¿b,+a,b, 


2 2 2 2 Y 2 
Vai+aj+al Vb? +b2+b2 


Si ā = (ajja) b= (bbb) cosa = 
La fórmula geométrica indica también que, para hallar el producto escalar de 


dos vectores, se puede multiplicar la longitud de uno de ellos por la longitud de la 
proyección del otro sobre él. 


oy 


lál cos æ 


(lá) cos a)ļb| = à+ b 
b) Producto vectorial 


Este producto, a diferencia del escalar que se define analiticamente en cualquier 
dimensión, sólo se define en IR, a 

Dados en P? los vectores á = (a,;a,;a,) y b = (b,;b,;b,), el producto vectorial de 
á por b es el vector 


ā a b = (ab,-ajb,¡ajb,-a,byia b,—a,b), 
o bien, ā a 5 = (a,b,-ajb,Ji+(ab,-a,b,)i+(a,b,—a,b,k 


Para recordar la definición anterior, es usual darle al segundo miembro la “for- 
ma" de un determinante: 


Y j k 
anb= a a a 
b b, b 


Pueden probarse las siguientes propiedades del producto vectorial: 

1) āna b= {b a â). 

2) An (b+ē) = (An B)+(ā a ō). 

3) al a 5) = (aà) a b =ā a (ab). 

4) arā ab) =b. {ā ab) = 0. 

5áná=0, 

6) iaj=k jak=ikat 

7) lá a BP = Jar1bP-(á «by. 

De la propiedad 4 surge que el producto vectorial es un vector perpendicular 
al vector á y al vector b. 


Demostraremos ahora que |á a bj = Jalib] sen æ. Esta fórmula permite definir 
geométricamente al producto vectorial, 
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mi 


A 
1 


HH 


Por definición de producto vectorial y de módulo de un vector, es 
ja a BP = (a,b,—ajb,)?+(ajb, —a,by?+(a,b,- aby? 
Luego, lá n bf? = aĝb?+aĝb? +a2b?+a?b?--aĉb?+a2bi-2a,b a,b, -2a,b,a,b,— 


~2a b a,b, (1). 


ENTER 
Por otra parte, [áj?]b? sen? e = [aP?]bf?(1- cos? a) = 


= afb- Jaib]? costa = aib? (a + 5)? = 
= (a?+aĝ+aĝ)(b?+bê+b2)-(a,b, +a,b,+a,b,)? = 
= añbi+ajbi+ajbi+ajb3+ajb?+ajb3-2a,b,ayb,-2a,b,ajb,-2a,b,8,b, (2). 
De la igualdad entre (1) y (2) surge: 


lá a BP = Jafe/bl?sen? a 


y por lo tanto, Já a bj = lallblisen æl. 


Finalmente, como sen a=0 pues Osasr, obtenemos 
á a b| = Jájlb] sen a 
Esta fórmula indica que la longitud del vector a » b es el área del paralelogramo 
que determinan los vectores dados. i 


ā 
CCA A 


2 


b 


Ahora bien, hemos hallado la dirección del vector resultado, que es perpendi- 
cular al plano determinado por á y b, y su longitud que es el área del paralelogramo 
que los tiene por lados. Falta dar su sentido. 

El sentido depende de la posición relativá de los ejes coordenados. Si el sistema 
de coordenadas está dado en el espacio por una terna dextrógira, el sentido de á a b 
también viene dado por la terna derecha. Es decir, suponiendo que el vector á gira 
hacia b, sí los dedos de la mano derecha siguen esa rotación, el sentido de ā a b 
está señalado por ei dedo pulgar. 
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Si bien, al dar la definición geométrica, el sentido debe exigirse por definición, 
la expresión analítica lleva también a un vector con el sentido indicado. Para veri- 
ficarlo, basta recordar la propiedad 6 (pág. 34) donde se ha probado i a | = k. Al va- 
riar las componentes de los vectores á y b, el sentido se mantiene pues, considerado 
como función, á a b es continuo respecto de á y b. 

De la expresión geométrica surge de inmediato que, si los vectores son para- 
lelos, su producto vectorial es nulo pues sen œ = 0. Reciprocamente, si el producto 
vectorial es nulo y los vectores no lo son, entonces resultan paralelos. 


c) Producto mixto 


El producto escalar y el producto vectorial pueden. combinarse, formando el pro- 
ducto mixto. 

En R? sean a = (a,;a,2,), b= (b b,b.) € = (c, 1c3;03); E Āā- B a les el núme- 
ro que se obtiene del producto escalar entre los vectores á yb a č. 

Utilizando las definiciones conocidas, se prueba de inmediato que 


a a 2 
árbai= | b, b, b, 
C, Ca C3 


_ También puede probarse, utilizando propiedades de los determinantes, que 
áabri=t:Anb=b-+5, å, o sea que se pueden permutar ciclicamente los vec- 
tores sin que altere el producto mixto. 

Finalmente se demuestra también que pueden intercambiarse las operaciones 
sin que altere el resultado final: å +b a © =ā a b-+ĉ. 

El valor absoluto del producto mixto coincide con el volumen del paralelepipedo 
que tiene a los vectores dados como aristas. 


En efecto, å a b tiene por módulo el área del paralelogramo correspondiente 
y es perpendicular al plano del mismo. Si 8 es el ángulo que forman entre siå a byE, 
su producto escalar es lá ~- B| él cos £ y lóllcos 8! corresponde a la altura del para- 
lelepípedo indicado. 


Si el ángulo pz, el producto á a b+Ges positivo, y negativo si ez Por ello, 


el producto mixto å ^ È »6 es positivo si á a b y ĉ están en el mismo semiespacio 
respecto del plano determinado por á y b. 
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EJERCICIOS 
1) Considerar en R? los siguientes vectores: á = (1;-34), b=(2;- 1,5), 8 = (--2:03). 
Hallar a) ā+b+č, b)áa-6+b, c) á+45-3b, d) a-8, e) já 1 ]b?, Dba 


h) áarbat. 


2) Siendo á = 4i-2)+4k y b= -—31+2j-7k verificar la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz. 


—— 3) Haltarsermódato det vector cor origen enA=(5;2,3) que une A com P-=(xy;z)— 


4) Hallar un vector unitario con la dirección y sentido de Y = —51+3j--4k. 

5) Hallar un versor paralelo a â+b si á =1+2j+5k b = 41+3j-6k. 

6) Demostrar que à =1+j+5k, b = 21+3j-k y è = 161-11)-k forman un conjunto 
ortogonal de vectores (perpendiculares dos a dos). 


IV. Angulos y cosenos directores 
1) En R? 

Consideremos en el plano un vector Y = (a;b). Como ya hemos indicado, a y b 
son las componentes del vector y son las longitudes de las proyecciones de v, res» 
pectivamente, sobre cada uno de los ejes coordenados. Interesan los ángulos que 
forman cada uno de los semiejes positivos con el vector, llamados ángulos directo- 
res del vector, y sus cosenos, llamados cosenos directores. Los ángulos varían entre 
O y rr y Sus cosenos, por lo tanto, pueden ser positivos o negativos. 


ay B ángulos directores de Y 


2) En R? 
Las mismas definiciones anteriores se repiten en el espacio. 


= (ajbic) 
a, B y y ángulos directores de Y 


37 


Los cosenos directores de los ángulos son proporcionales a las componentes 
respectivas, 
En efecto, es 


a 
cosa =——  cosfp=— 


e W cos y = Sa 0) 


b 
7 Ñ 
con Y = Va?+b*+0*, Estas igualdades permiten calcular las componentes si se co- 
nocen los cosenos directores y la longitud del vector. 

Por otra parte, los cosenos directores están relacionados por la siguiente ex- 
presión: cos? a+cos? 8+cos? y = 1, que se obtiene elevando al cuadrado primero y 
sumando luego las tres igualdades (1). 

De las igualdades (1) se deduce también que las componentes de un vector 
unitario coinciden con sus cosenos directores. En efecto, si [W| = 1 resulta cos œ = 
=a A^ COSB =b a cosy = c 

Al vector nulo no se le adjudican ángulos directores. 


Vectores paralelos en IR? 


Si dos vectores no nulos ā = (a, ;a,;8,) y b= (b,;b,;b,) son paralelos y del mis- 
mo sentido, tienen los mismos cosenos directores: 


a b a, b, a b, 
cos œ = — = — A cos B = — = —2 A cos y = —> = 2 
lá Jbl aj jl lal ibl 
or lo tanto, == 2%. ll si b,%0 1 b,%0 ^ b,+0, 
y pi "5 b, => b, 7 40 nb,%0 ^ b,+0. 


Si los vectores son paralelos pero tienen sentido contrario, los cosenos tienen 
valores opuestos. 


O sea, Mo PN E E A bs 
lal bi äl bl dal lb] 
y resulta S A El 
b, * ba b, Bl 


En ambas situaciones, las componentes de vectores paralelos son proporcio- 
nales, 


Recíprocamente, puede demostrarse: si las componentes de dos vectores son 


proporcionales, entonces los vectores resultan paralelos. 
Es decir, 


Si las razones son positivas, los vectores tienen igual dirección y sentido. Si las 
razones son negativas, los vectores tienen igual dirección y sentidos opuestos. 
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EJERCICIOS 
1) Hallar los cosenos directores de á = (3:54). i 

, 8 -1 "i 
2) [| = 4 y sus cosenos directores son, respectivamente, GS 13 Hallar v. 


3) Cosenos directores del vector con extremo inicial en (2;—1;3) y extremo final en 
(4:5;-7). 


4) Si e y tz son dos de los ángulos directores de un vector, cálcular el tercero. 


V. Nociones de geometría analítica en F? 


Ya hemos visto que existe una biyección entre puntos y vectores del espacio 
tridimensional, que permite utilizarlos indistintamente. Por lo tanto, al considerar el 
punto P = (x:y:z), nos referimos de igual forma al vector OP = xi+yj+zk. En- 
tonces, usaremos indistintamente las expresiones vector P, punto P o vector OP. Si 
en algún caso es necesario distinguir entre punto y vector, surgirá de la índole del 
problema. ] 


Rectas en R? 

a) Una recta en el espacio puede determinarse mediante uno de sus puntos y 
un vector paralelo a ella. 

Sea P, = (XoYp;2p) Un punto que pertenece a la recta £ y á = (a,;¡a,;a,) un vec- 
tor paralelo a £. 


Si P = (x;y;z) es un punto cualquiera de la recta £, el vector posición OP puede 
considerarse como suma de los vectores OP, y PP donde P,P = tā para un núme- 


ro real t. i 
Resulta P = P,+tā, ecuación vectorial de la recta £, paralela al vector á por el 


punto Po. y: f 
Recordando la igualdad de vectores, puede llevarse la ecuación anterior a su 


forma cartesiana 
P= P Hā = (xy) = (XoYo:2o)+la,;a7:8,). 
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Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones: 
x= Xy Ha, Ay = yy+tla, Az =2,+ta,, ecuaciones paramétricas de la recta con- 
siderada. 
Si los números a, /A, y ay no son nulos, puede hallarse el valor común t en las 
tres ecuaciones paramétricas y obtener: 
aL Y Yo z-z s 
= = , ecuaciones simétricas de la recta. 


Ejemplo 


a) Ecuación de la recta a la que pertenece Pa = (3;1;—4)y es paralela al 


æ vector (2;5;—3). 


Ecuación vectorial: (x;y;z) = (3;1;-4)+t(2:5;-3). 
Ecuaciones paramétricas: x = 3+2t a y = 1+5t az = 4-31 


-3 y- _ z+4 


Ll Xx 
Ecuaciones simétricas: =¿— = —— = + 
2 5 -3 


AR az a 


Como las componentes del vector á son proporcionales a sus cosenos directo- 
res, las ecuaciones simétricas pueden darse también así: 


xx YY 2-2, 
COS e cosg 


siendo cos «, cos 8 y cos y los cosenos di- 
rectores (no nulos) de á que se llaman también cosenos directores de la recta, 


b) Una recta en el espacio también puede determinarse por dos puntos que 
p p que le 


-.. Hallemos, por ejemplo, la ecuación de la recta a la cual pertenecen los puntos 
P, = (94:21) y Pa = (Xo:y2:2,). 


Obsérvese que el vector P,P, da la direcció 
f irección de la recta y correspon "i 
á del caso anterior. e il dci 


Luego, es P = P, HP, -P,), expresión que también puede escribirse 


P=(19P HP, (1). 


Si Osst==1, entonces el punto P pertenece al segmento P,P,. Los demás puntos 

de la recta se obtienen dando a t valores reales mayores que fo valores negativos. 

f De (1) podemos obtener, igual que en el caso anterior, las ecuaciones paramé- 
tricas: x = x, +HUX=X,) a y = y HUY, Y 1) nz =2,+Hiz,-2,) 

y las simétricas: bia = EN = LA 

XX; YY, 2372, 


(KEX, A Yo Y, A ZA Éz,). 
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5 


—b)-Ecuación-de la recta determinada por (3:6; -2) y (-1:7,4). 


x-3 _ y-6 z+2 


Ecuaciones simétricas: == = +7 = a 


Planos en R? 


a) Un plano queda determinado si le pertenece el punto P, = (Xo:YpiZo) Y es per- 


pendicular (normal) a un vector no nulo á = (a,;a,;a,). 


La condición necesaria y suficiente para que un punto P = (x;y;z) pertenezca a 


% dicho plano es que el vector P--P, sea perpendicular al vector á. 


El producto escalar à + P-P) es nulo. Luego, 


á* P-P.) =0 es la ecuación vectorial del plano. 


La definición de producto escalar permite escribir la ecuación anterior en forma 
cartesiana: a, (xXx) +a yy) +a(2-20) =0. 
O bien a,x+a,y+a,z = a,Xg+a3Yo+ aZ qUe puede expresarse 


a,x+a,y+a,Z = d siendo d = a,x,+a,Yp+ayZo: 


Luego, la ecuación de un plano en R? es lineal en x,y:Z. 


b) Un plano también queda determinado por dos rectas que se cortan en un 


punto P,- 


Sean á y b dos vectores no paralelos, cuyas direcciones coinciden con las de 


las rectas. ... 
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PA A ANA INN 


TORA aa AA 


AAA NINA NS 


a 
At 


Oaa a aa a 


p 


x 


mismo, resulta (P-P) - (A. B) = 0, ecuación vectorial del plano. 
En forma cartesiana, utilizando la definición del producto mixto, es 


Como el vector à a bes perpendicular al plano, si P es un punto cualquiera del 


X-X Y-Y 2-2, 


Y c) Un pláno p puede determinarse también por tres puntos no alineados. Sean 
Po = (XoYpizo), P, = (xayz) y Pa = (X2:/,:2,) dichos puntos: 


Es el mismo caso anterior haciendo, por ejemplo, á = P,-P, yb =P,- 
Luego, es (P-P) + (P-P) a (P, -P3 = 0. 
XX Y-Yo Z-2, 
O Z,7Z¿ |=0 es, entonces, la ecuación del plano al cual 
Xam Xa YaTYo 2272, 

pertenecen los tres puntos no alineados Po P, y Pa 

Ejemplo 1 


Ecuación del plano al 


vector (9:3:7). que pertenece el punto (1;6;-4) y es perpendicular al 
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La ecuación vectorial es (P-P,)+ á = 0. 

Luego, (x-1;y—6;2+4) + (9;-3;7) = 0 
9x—1)-3(y-6)+7(2+4) = 0 
9x—3y+7z = —37. 


Ejemplo 2 
Ecuación del plano determinado por (2;0;5), (-1;3;6) y (-2;-4;0). 
x-2 y 2-5 
3 -3 -1 |= 0 > -11x-19y+24z = 98 
-4 -4 -5 


EJERCICIOS 


1) Hallar las intersecciones del plano de ecuación 2x+y~2z+8 = 0 con los ejes 
coordenados y también con los planos coordenados. Dar un vector unitario per- 
pendicular al plano. 

2) Ecuación del plano al que pertenecen los puntos (3;—1;2), (4,0;-3) y (--1;5;1). 

3) Ecuación del plano al que pertenece P = (2;5;—1) y es perpendicular al vector 
ā = (2:4:5). 

4) Ecuación del plano perpendicular al vector Y = 21-3)-+4k en el punto (3;-1;-2). 

5) Ecuación del plano que pasa por el origen y está determinado por los vectores 
ā = (2,18) y b = (-1;2;-4). 

6) Dar un vector perpendicular al plano determinado por los vectores ā = 2í—j+5k 
y b=1+2)-3k. 

7) Ecuación de la recta perpendicular al plano de ecuación 2x+4y--z = 3 en el 
punto (5;-1;7). E 


VI. Representaciones gráficas en R° 


Para el estudio de algunas funciones de dos variables, puede resultar conve- 
niente, a veces, recurrir a su representación gráfica en el espacio tridimensional. 
También para el cálculo de integrales dobles y sus aplicaciones, ayuda un gráfico 
más o menos aproximado de algunas superficies, aun cuando ellas no correspondan 
al gráfico de funciones. 

Consideramos, a continuación, algunos recursos para interpretar gráficamente 
ecuaciones asociadas a superficies en el espacio de tres dimensiones. 


Planos 


Ya hemos visto que a todo plano del espacio tridimensional le corresponde una 
ecuación del tipo ax+by+cz = d (a?+b*+0*+0), y toda ecuación de este tipo co- 
rresponde a un plano, donde a, b y e son números reales no simultáneamente nulos. 

Si uno de los tres números reales a, b © c, es cero, o dos de ellos lo son, el plano 
tiene características especiales que facilitan su gráfico. 
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; a) Si uno de los tres números reales a, b, o c, es cero, el plano es paralelo al 
eje correspondiente a la coordenada cuyo coeficiente es nulo. 
Por ejemplo, el plano de ecuación ax+by = d (a+0 a b0 a d%0) es paralelo 
al eje z. 
Si el término independiente es cero, entonces el plano contiene a dicho eje. Es 
decir, el plano de ecuación ax+by = 0 (a*0 a b+0) incluye al eje z. 


PERERA 


Análogamente, el plano by+cz - d(b*0 a c+0) es paralelo al ej 
, je x y el plano 
ax+cz = d (a+0 a 040) es paralelo al eje y. ca 


b) Si dos de los coeficientes son nulos, el plano resulta paralelo al plano que 
forman los dos ejes para los cuales los coeficientes de sus coordenadas son nulos. 
Por ejemplo, el plano de ecuación cz = d (c#0 a d+0) es paralelo al plano coor- 
denado xy. Si d=0, se obtiene la ecuación de dicho plano coordenado z=0. 
a E x = 0 es la ecuación del plano coordenado yz e y = 0 la del pla- 


xX 


c) Para el caso en que a#0 a b*0 a 0%0 puede dibujarse el plano ubicando 
previamente tres puntos no alineados que pertenezcan al mismo. La manera más 
sencilla de obtenerlos es anular dos de las coordenadas. 

Sea ax+by+cz =d (a*0 a b#0 a C#0 a d#0) 

dig. „d d 
E, (0:50) y (0:07) son tres puntos del plano, intersecciones del mismo con 
los tres ejes coordenados. 
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. x yZ 
Bast: nsid O e 1 
asta considerar +7 +=G 
a b 0 
Por ejemplo: x+3y+4z =9 = iO 1 
4 


a 


xX 


La traza del plano anterior sobre el plano coordenado z=0 es la recta de ecua- 
ción x+3y = 9, etcétera. 


Superficies cilíndricas 


Consideremos una curva plana C y una recta / que corta a la curva en el punto 
M. Por los puntos de la curva C se trazan rectas paralelas a f. Estas rectas generan 
una superficie cilíndrica y la curva C es la directriz de la misma. 

Si la recta £ es perpendicular al plano de la curva, la superficie es recta. Si la 
curva es una circunferencia, por ejemplo, la superficie es una superficie cilíndrica 
circular recta. 


Si la curva directriz se encuentra en el plano coordenado xy, y las generatrices 
son paralelas al eje z, en la ecuación de la superficie cilíndrica correspondiente, no 


aparece la coordenada z. 
En general, una ecuación en sólo dos de tas tres coordenadas corresponde a 


una superficie cilíndrica. 
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ANOS aaa 


ASIS 


RS 


Es e = ; i A 
y baa SS Luego, si F(x:y) = 0 es la ecuación de una curva C en el plano xy (geometría 
y i a j 2? lana), esa misma ecuación en el espacio tridimensional es uació - 
) Si x no aparece, las generatrices son paralelas al eje x, etcétera. par plana), esa mi lación ene, espacio ensional es la ecuación de una su 
Por elemplo: la ecuación y = Ax? CE ~ perficie cilíndrica de directriz C y generatrices paralelas al eje z. 
eN ; jempio, uación y = 4x? corresponde a una superficie cilíndrica parabó- BRA Análogamente para G(x;z) = 0 y M(y:z) = 0. 
y lica con generatrices paralelas al eje z. - i ús 


A ARES Otros ejemplos 


$ E 
` 
A pa 2 
oI < 
) 
) di y 
s 
) da 
, La ecuación 3x? = (2-3) corres ili Shi + i j 2 2 
) A h ponde a un cilindro parabólico con genera- pe Superficie cilindrica circular recta à urva directriz  - Yai 
trices paralelas al eje y. a de curva directriz x? + (2-1)? =1 k ed a b 
) à Ka y generatrices paralelas al eje y- y generatrices paralelas al eje z. 
) 5 p 
) 9 Superficies cuádricas 
f ps $ Después de los planos y las superficies cilindricas, tas superficies más simples 
) E a en el espacio son las definidas por ecuaciones de segundo grado en coordenadas 
y “E _. cartesianas ortogonales, del tipo: 
cà 3 a +by? +oz?+2dxy+2eyz+2fxz+gx+hy+mz+k = 0 (a%0 v b#0v c#0). 


Las superficies cilindricas, que ya hemos considerado, son casos particulares 
y za de la ecuación anterior donde no aparece una de las coordenadas, 
Análogam R S . r 3 En general, una sección plana de una cuádrica es una cónica o una forma de- 
Aa a Aea Darab eA E A 2-3y? se representa mediante una su- fa generada o límite de ésta (pares de rectas). 
generatrices paralelas al eje x Por rotaciones y traslaciones de ejes, la ecuación de una cuádrica puede lle- 


29 varse a una de las dos formas siguientes: 


5 a 
i S axê+by?+oz? =d (1) y  ax+by+cz=0 (2) 
) i 3 
a ER 1) Las ecuaciones del primer tipo pueden corresponder a uno de los tres casos 
i j S siguientes: 
) $e ES 2 2 2 
: A D a LL 1 (a 0 a bŁ0 a 00). 
ES al b? e 


A a Su representación es un elipsoide con centro (0;0;0), o una superficie esférica 
centrada en el origen si a = b = c. 
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Las intersecciones con los planos coordenados son elipses o circunferencias. 


xê 2 2 
b) — + La $ 
ES b? e 
La cuádrica recibe el nombre de hiperboloide de una hoja. 
Aa caso, las secciones con planos paralelos a los planos coordenados 
y=0, x=0, son hipérbolas. Las secciones con planos paralelos a z=0 son elipses 


T presi asociada a esta ecuación recibe el nombre de hiperboloide de dos 
jas. Las secciones con planos paralelos a los planos coordenados z = 0, x=0 son 


hipérbolas. Las seccio 
j . nes paralelas al plano y=0 son elipses, tambié 
un punto o no existir. ea ia 
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2) Las ecuaciones del segundo tipo corresponden a cuádricas sin centro. 


z e, y 
a) e. Er + b? (a#0 a b*0 a c#0). 
El gráfico es un paraboloide elíptico, o circular si a = b. 
En el primer caso, las intersecciones con planos paralelos al plano coordenado 
z=0 son elipses, un punto o no existen. Si c>0, entonces toda la superficie se en- 
cuentra ubicada por encima del plano z=0, y debajo de él si c<0. 


c>0 


an Xx 


y S 
ER Similares son los gráficos correspondientes a las ecuaciones 
2 2 2 2 
a Es EA 
Ñ a b2 c b a c 
z SS 
S 2 2 
p a be 
>. c p? a 


de 
to 


) 


Corresponde a un paraboloide hiperbólico. 


c>0 


xX 


Las intersecciones con planos paralelos a z=0 son hipérbolas. Las secciones 
con planos paralelos a los planos y=0, x=0, son parábolas cuyas concavidades tie- 
nen sentidos opuestos. La intersección con el plano z=0 es un par de rectas. 

Representaciones análogas corresponden a las ecuaciones: 


2 
a a A Z, etcétera. 
Cc al b a bp c? 
Se pueden considerar también casos particulares de las ecuaciones (1) y (2) 
de la página 47. 
Si en (1), por ejemplo, es d=0 y a,b,c no son nulos, la ecuación puede corres- 
ponder a una superficie cónica. 
En general, la ecuación de la superficie cónica admite una expresión del tipo 
eA 2 
siguiente: z2 = + + 22. Si a=b se trata de una superficie cónica circular recta 
a 
cuyo eje es z y cuyo vértice es el origen. 


<] 
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Las notas presentadas sobre cuádricas no son rigurosas ni completas.: Están 
destinadas exclusivamente a obtener una guía mínima para poder visualizar en el 
espacio algunas superficies. 

Al estudiar funciones de dos variables, o dominios para funciones de tres varia- 
bles, se notará, de inmediato, que las representaciones en R? resultan muy compli- 
cadas y, por ello, no es posible recurrir asiduamente a los gráficos para explicar con- 
ceptos o propiedades, como podía hacerse para funciones escalares. 

Veremos, a continuación, algunos ejemplos de representaciones. Previamente 
anotamos una síntesis de los casos mencionados hasta aquí: 


1. Planos 


(a#0 nb*0 a c#0 a d%0) 


ax+by+cz =d <> corta a los tres ejes coordenados 


ax+by+cz =0 +> le pertenece el origen 
by+cz =d <> paralelo al eje x 
by+cz = 0 <> incluye al eje x 
cz=d <> paralelo al plano xy 
z=0 < plano xy 


2. Superficies cilíndricas (generatrices paralelas a un eje coordenado) 


Corresponden a ecuaciones en dos de las tres coordenadas. La forma se revela 
estudiando la curva en el plano correspondiente a las dos coordenadas que apare- 
cen en la ecuación y ubicando generatrices paralelas al eje de la coordenada que 
falta. i 

En R? la superficie dada por F(x;y) = 0 es una superficie cilíndrica cuya direc- 
triz es la curva Fà(x;y) = 0 en el plano z = 0 y generatrices paralelas al eje z. 


3. Superficies cuádricas (no degeneradas) 


x y? z? 
— + +—=1 elipsoide o superficie esférica 
a? b? ce? 
Xx 2 z 
X +- -Z =1  hiperboloide de una hoja 
a? b? c 
x 2 z? 
-X -Y -Z =1  hiperboloide de dos hojas 
a? b? c 
x? 2 
F iei + a paraboloide elíptico o circular 
a? b? 
_ y o 
SES E paraboloide hiperbólico 
ES 
x? y? 
zZ =— + superficie cónica eliptica o circular 
a b? 
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Ejemplo 1 


T 


x2+y?+z? = 16 corresponde a una superficie esférica con centro en el origen 
y radio 4. 


Ejemplo 2 e 


—— y +22 6x+4y—82-=-7.También-correspondea-una- superficie esférica, — ES 
pero su centro no es el origen. Una forma sencilla de efectuar la traslación es utilizar | 
el método conocido de “completar el cuadrado” (Cálculo 1 - cap. 3). E 


(8 6x+9)+(y?+4y+4)+(22-82+16) = 7+9+4+416 
(x-3)? +(y+2)?+(2-4)? = 36, A 


La esfera tiene radio 6 y su centro es el punto (3;-2;4). 


Ejemplo 3 
2 +3y?+22-8x+6y-42-3 = 0. Corresponde a un elipsoide cuyo centro de- a SS 
terminamos completando los cuadrados. sl 
2(é—4x+4)+3(y?+2y+1)+(22-42+4) = 3+8+3+4 napa 
2x2 +3(y+1)2+ (2-2)? = 18 . 
~ 2 2 — AY ooa 
ARO, ES pa 
9 6 18 x 3 
Elipsoide con semiejes a=3, b = V6, c= 3v2 y centro (2;-1;2). A 
.. y IS 
Ejemplo 4 
y _ 
z= ERE E Corresponde a un paraboloide hiperbólico. a 
A 
y 
EER 
7 S 
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Buscamos intersecciones con algunos planos: 


1 e hipérbol 
z= ES 7o ipérbola 
` y CRONE 
x=0 z= EE parábola de concavidad positiva 
y=0 z=- L parábola de concavidad negativa 
jempo 5222 mody ERN 
y?+z? = 4x. Paraboloide circular con eje x. 


La intersección con el plano de ecuación x=4 es la circunferencia de ecuación 
y +z? = 16. 


EJERCICIOS 


1) Para cada una de las siguientes circunferencias, elipses o hipérbolas, ubicar el 
centro completando el cuadrado. Ídem para hallar el vértice de cada parábola. 
Hacer el gráfico en R? indicando radio, ejes, etcétera. 

a) Pax +3 = 0. b) x-3y?-8y = 0. 


d) 2x?+2y?—x = 0. 
f) 4x? +9y?—48x+72y +144 = 0. 


c) 2+y?-8x+10y-12 = 0. 

e) 9x2+16y2—36x+96y+36 = 0. 

g) 9x?-16y?-18x-64y-199 = 0. 
2) Graficar las siguientes superficies cilíndricas en R?, ubicando primero la curva 

directriz en el plano correspondiente. 


a) é+z-4=0. b) z+3y?-6y-1 = 0. c) y? = 4x. d) xy =9. 
3) Representar los siguientes planos hallando las intersecciones con los ejes y las 
trazas en los planos coordenados. 


a) 3x+2y = 12. b)z=-2 d) 3x+7y+2z = 9. 


c) 2x-4z = 1. 
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4) Hallar el vértice del paraboloide de ecuación: 
2x2 +422—4x-242-y+36 = 0. 


5) Indicar el tipo de cada una de las siguientes superficies: 
a) *-3y-22=1. b) x?+3y?-22 = 1. 
d) 5x24+y?+22%-3x+y-8z = 17. e) 2x+42-y? = 0, 
f) xX2+3x+y? +z? -2z = 15. h) 22-5z-2y = 1. 


c) x+y?+z? = 9. 
g) 9x?+y? = 362. 


Vii. Sistemas de coordenadas 


1. Coordenadas polares (en R?) 


Para ubicar un punto en el plano se elige un punto O llamado polo, y un eje po- 
lar que es la semirrecta coincidente con el semieje positivo de abscisas del sistema 
cartesiano ortogonal. 

A cada punto P del plano se le asignan coordenadas r y t, la primera llamada 
radio vector y la segunda argumento. 


o 


r es la longitud del segmento OP y t es el ángulo que forma el eje polar con el 
segmento OP, medido en radianes. 

Obsérvese que el par de coordenadas polares que se asigna a un punto P no es 
único, pues le corresponden también los infinitos pares (r;t+2kar) con keZ. 

Para que exista una biyección entre los puntos del plano y los pares correspon- 


dientes a sus coordenadas polares, pueden darse distintas convenciones. Es usual: 


hacer corresponder al origen exclusivamente el par (0;0) y a cualquier otro punto del 
plano el par (r;t) con r>0 y Ost<2x. 

Las fórmulas de pasaje entre el sistema polar y el cartesiano ortogonal son las 
siguientes: 


b 


2. Coordenadas cilíndricas (en R°) 


r= Vx +y? 


(i 


rcost 
Jo 


vEiy? 


rsent 


t= arc 192 (x#0) a t = arc sen 


Las coordenadas cilíndricas se obtienen mediante un sistema de coordenadas 
polares en un plano y un eje perpendicular al mismo en el polo. El plano polar coin- 
cide con el cartesiano z = 0 y el eje vertical con el eje z. 

Cualquier punto P del espacio se ubica mediante una terna de números reales 
(rtiz) donde r y t son las coordenadas polares de la proyección de P sobre el plano 
xy. z es la coordenada cartesiana. 
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x 


Las fórmulas de pasaje son: 


x=rcost r= Vx +y? 

y 
= = —(x:%0) a t = arc sen eee 
y=rsent t = arc tg- %#0) ^ AE 
2=2 z=2Z 


En coordenadas cilíndricas, el gráfico correspondiente a la ecuación r = k {k 
constante) es una superficie cilindrica recta de radio k y eje z. 


El gráfico parat kes un semiplano limitado por el eje 2. 
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Finalmente, el gráfico de z = k es un plano paralelo al xy. 


3. Coordenadas esféricas (en R°) 


Un punto cualquiera P de R? se ubica mediante una terna de números reales 
(piti). 


p es la longitud del segmento OP, t es el ángulo polar correspondiente a la pro- 
yección de P sobre el plano z = 0 y y es la medida en radianes del ángulo que forma 
el semieje positivo z con OP. Al origen le asignamos exclusivamente la terna (0;0;0). 

Para cualquier otro punto de R? es p>0, Oxt<27 y Osp<=r (p = O para puntos 
ubicados en el semieje positivo z y p = ~ para los puntos del semieje negativo -z). 

Las fórmulas de pasaje pueden hallarse fácilmente teniendo en cuenta que 
r= p sen y, x =r cost, y=rsent. 

Resulta: 


x = p sen p cost p = V XŻ+y? +z? 


xX y 
y = p sen y sent t = arc cos —==— A t = aro sen——— 
VX+y? Vx +y? 
V+ 2 
Z = p COS p A p = arcsen y 


g = arc cos —=== 
. VX +y? +z? 


En coordenadas esféricas, el gráfico para la ecuación p = k (k constante) es 
una superficie esférica centrada en el origen y radio k. 
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Vety +z * 


El gráfico para t = k (0<k<2*r) es un semiplano timitado por el eje z. PPE 
Finalmente, el gráfico correspondiente a p = k (0O<k<+r) es una superficie cóni- 
ca de abertura k, eje z y vértice en el origen. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


TA AAA E 
Sección ill 
1) a) (154512) _ b) (5;-4;6)  c)(-13:031)  3)10 e) 26 #30 
g) -3i-16j-2k h) 37. 
a+b]=44 — Jallb| = 6/62 = 47,22, 

2) lá «bl Pl | à i VES, SE o 
3) V(-5+(y-2)P+(2-3) 993 - ; 

5i 55 1 a«b=b:'30=05:4=0. 
5 — i+ j- —— K 6) a:b=b:*0=C:á 
y V51 v51 v51 
Sección IV 

av2 V2 2V2 32,4. 16 

o IN 2) rl ; 

10° 2” 5 9 9” 9 
1 3 -5 ) q E ¿27 

A ARA OZ ) Fo 

v35" V35 V35 3 
Sección V 

E 
1) (-450:0), (0;-8;0) y (0:0:4) U=-¿ Hi 
2) 29x+21y+10z = 86. 3) 2x+4y+5z=19. 4) 2x-3y+4z = 1. 
E x-5  y+1  z-7 

5) 2x-y-z = 0. 6) Y = —~7i+11j+5k. 7) AT A 
Sección Vi 


5 x= Ys 3.4) b) paráb. eje y = ~1 V = (-3;-1). 
1) a) parábola eje x= Š v= (54 ) p je y 


1 
r= 


T 
f) elipse centro (6;-4) a = 6,b=4, 


y 1, 
c) circ. centro (4;-5) 5r=V53 d) circ. centro (ho) 


e) elipse centro (2;-3) a = 4, b = 3. i 

g) hipérbola centro (1;-2) a = 4 b = 3. 
2) a) directriz z = 4-x? parábola en plano y = 0. 

b) z = —3(y—1)}?+4 parábola en plano x = 0. 

c) -parábola en plano z = 0. d} hipérbola equilátera en plano z = 0. 
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LP 1 
(—:;0;0 Di — 
o) (050), (0:0;--). 


3) a) (4;0;0), (0;6;0). 
z’ 


b) (0;0;—2). 


00, (0:20), (0:0:2 
d) (3:0:0), (0:70), (0:0:5). 


4) (1;-23). 

5) a) hiperboloide dos hojas eje x. 
c) paraboloide circular eje x. d) elipsoide. 
e) sup. cónica eje y. f) sup. esférica. 
h) sup. cilíndrica parabólica. —”.. 


b) hiperboloide una hoja eje z. 
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9) paraboloide elíptico eje z. 


g 


y 


Su dominio, por 


3. CAMPOS ESCALARES 


Recordemos, en primer lugar, la definición general de relación funcional o fun- 
ción de A en B (Cálculo 1 - cap. 2). 

RCAXB es función Dg = AA vxwWyVa((xy)eR ^ (ajeR > y= a). 

Es decir, todo elemento del primer conjunto debe tener imagen única. 

Nos interesa ahora, especialmente, el caso en que ACP" y BCR. 

Si n = 1, se trata del caso ya estudiado de funciones escalares. 

Si n = 2, o sea, si ACR?, entonces F:A => R es una función de dos variables. 
estar incluido en R?, puede representarse en el plano. El gráfico de 
la función es una superficie en el espacio de tres dimensiones. Usamos la notación 
z = F(x:y) para designar al número real z como imagen del par ordenado (x;y). 

Resulta, gráfico de F = {(x;y;z)/z = Fay) 

Si n = 3, o sea, si ACR?, entonces F:A —> R es función de tres variables y su 
dominio puede representarse por una superficie en el espacio. El gráfico de la fun- 
ción no puede interpretarse geométricamente. 

En todos los casos, para n = 2, la función de n variables se denomina función 
de vector o campo escalar. 

Igual que sucede con las funciones e: 
para determinar la función, en cuyo caso, se le asigna el domi 


scalares, es común dar una o varias reglas 
inio más conveniente. 


L Función de dos variables 


x+5y e 4 

59% _. A su dominio no le puede pertenecer el origen. 
xX +y? 

Es decir, D = R2-—{(0;0)}. 


x+7y-3 sn ses i 
222... su dominio no puede incluir a la recta de ecuación 


1) Sea F:(x;y) > 


2) Si F:(x;y) > 
y=x 


yk 


al 


D, = Re — (buyly = x} 
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de 1 
3) Ey —> m3 i 


a) Para que la imagen de cada par ordenado se: Ú 
OE p: a un número real, debe ser 
b) Para que el denominador no sea nulo, debe ser x+ 
» y-3%1 pues in 1 = 
Luego, por a) y>3--x y por b) y * 4-x, ý °. 


Ay 


2) si intervienen raíces de índice par, deben eliminarse los pares cuyas compo- 
nentes transforman al radicando en un número negativo. 


para z = W3-x?+y debe ser 3-x%+y=0. 


3) si aparece una expresión logarítmica, sólo pueden pertenecer al dominio los 
pares que transforman al argumento en un número positivo. 


_para z = In(é+2y-5) debe ser x?+2y-5>0. 


D = {(xy)/y>3 -x a y 44%. 


arc sen (yx?) 


4) Fuxiy) === 
x V2-lx] 


En este caso, debemos tener en ión tri 
cuenta los valores de la función trigonométri 
seno, además del denominador, j A 


a) yẹ e ey-s S y=- A y H. 
b) 2-px>0 > |x|<2 «=> ~2<x<2. 


Por tratarse de un radicando, no puede ser negativo para que el resultado sea 
un número real. Como, además, es un denominador, tampoco puede ser cero. 


D = {(xy)/ x2- 1y £x2+1 a —2<x<2}, 


af 


De los ejemplos presentados i 
. c surge que es importante tener en F 
guientes condiciones: is 


1) deben eliminarse del primer conj 
junto todos los pares (x;y) cu 
anulen al denominador. $ id 


z= 


E exige |xj+*|y]. 
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4) finalmente deben tenerse en cuenta valores adecuados para las funciones 
trigonométricas. 


para z = arc cos (2x-3y) debe ser |2x--Sy|=1. 


Ejemplo 1 
in(x+y) In(4-x—y) 


Fan, Hallar un dominio adecuado y hacer un 
V16-2-y? 


Sea F:uxy) > 


gráfico del mismo. 
Debe cumplirse: 


x+y>0 A 4-x-y>0 a 16-x?-y?>0 


D = {(xiy)/y> -x a y <4~x n X?+y?<16} 


2x+2- 
Fay) > pt M 
3y?+4x-12 
Para que el radicando sea positivo y el denominador no nulo, debe cumplirse 


una de las dos posibilidades siguientes: 
a) 2x+2-|y[=0 a 3y?+4x-12>0 v b) 2x+2-|yi=0 ^ 3y*+4x-12<0 


Ejemplo 2 
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INN 


a) (2x+2-lyj=0 -2x-2=y=2x+2) 


> [y s2x+2 
) A as 
y (8y?+4x-12>0 => 4x>12-3y? > x>3- Y ) 

D) b) (2x+2-[y|<0 > |lyj=2x+2 > y=2x+2 v y s-2x-2) 


A 
(ay? +4x-12<0 > 4x<12-3y? => x<3- 2y 


) EJERCICIOS 
1) Siendo F:R?—=>R/F(x;y) = 3xy-2xy hallar a) F(0;0) 
) 1,1 
) s a i. 
d) F&œ2) e) F(5 3) 


2) Siendo FR? => R/F(x;y) = 3x?-4y? hallar a) F(V2;-V2) 


b) F(-1:8) 


c) Fla:y) 


b) Fía+hib+k) 


c) F(-a;-y). 
j 3) Siendo F:(x;y) > 3xy-2* hallar a) dominio adecuado b) F(2;-1) c) F(0;-1) 
mes d) F(4;0). 
3 E xy<0 
EE 4) Siendo F:(x;y) > hallar a) dominio adecuado  b)F(-1;2) 
3xy xy>0 ý 
) 
3 
) eh d FOVEA) 
i In(x+y+2} si |yj=x 
3 5) Sea F:A>R tal que Fly) = 
2x+y si xy>0 ^A x<0 
) 
= a) hallar y graficarA b) F(-1:23) œ F(t} d) F(-2;-2). 
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x?-y si {(x;y}#(0;0) 

6) Siendo F:(x;y)—> » $ 
4 si (xy) = (0:0) Ea 

hallar b) F{(-2;a) c) F(0;0) 


a) F(-3;4) d) F(a;0). 


A 7) Hallar dominio adecuado para cada una de tas siguientes funciones y hacer un 


gráfico del mismo en cada caso: 


a) Fuxiy) > Vx? +4y?-1 b} F:0uy) > in[(x+3)(y-2)] 


V1-3x-2y In(2y--y?) 
EY) — ———_—_— d) Fiocy) > r 
SRKI in(5-x2+y) is cos (my) 
as In(8x—6) a 2x+y 
e) Fuixy) > Ha 0 F:0uy) — arc sen ( 7 ) 
8) idem para: 
arc cos (x?+y?-3) In(3-x?+y) 
Fixy) — m b) Fly) > me 
a) F:(x;y) iya ) F0uy) A 


A ANA e — A 
c) F:(x;y) nlic=2y 4) 1 16 G d) F:ibuy) Sos (34241) 


ll. Curvas y superficies de nivel 


Curvas de nivel 


La representación gráfica de funciones escalares resulta casi siempre bastante 
simple por tratarse de curvas planas. En cambio, representar las superficies asocia- 
das a funciones de dos variables es, en la mayoría de los casos, excesivamente 
complicado. Por ello, es usual, para determinadas funciones, recurrir a curvas pla- 
nas, llamadas de nivel. 

Si, por ejemplo, una función F de dos variables está dada por la expresión 
z = Fíxiy) y se considera F(x;y) = c, esta ecuación corresponde a los puntos de la 
superficie que se obtienen seccionándola con el plano de ecuación z = C, paralelo al 
plano coordenado z = 0, o sea, al determinado por los ejes x e y. 

Para diferentes valores de c se obtienen distintas curvas planas que forman 
una familia de curvas de nivel. 


Definición 


Dado un campo escalar de dos variables por ta expresión z = F(x;y), curva de 
nivel c es el conjunto de puntos (x;y) del dominio para los cuales es F(x;y) = c. 
O sea, la curva de nivel c es el conjunto [(x:y)/F(x;y) = c}. 


Ejemplo 1 
Sea Fixiy) > x2 +y?. 
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En este caso, la representación geométrica en el espacio tridimensional es un 
paraboloide circular, con vértice en el origen y eje Z. 

Las curvas de nivel, que se obtienen dándole a F valores positivos, son circun- 
ferencias concéntricas. E 

Para ¢ = 1, la curva de nivel 1 es la circunferencia de ecuación x?+y? = 1, 

Análogamente, 
para c = 4, la curva de nivel 4 es la circunferencia de ecuación ty? =4, 
para c = 7, la curva de nivel 7 es la circunferencia de ecuación x?+y? = 7, etcétera. hs TRI å O 


—tastrescirconferencias-elegidas-están-centradas-en-el-origen.La-primera-tiene— > Parae c= 0e: e ES 
radio 1, la segunda 2 y la tercera V7. 


Para valores positivos de c, las curvas de nivel son hipérbolas con centro en el 
origen y con eje en el de abscisas. Para valores negativos de c resultan hipérbolas 
con eje en el de ordenadas. Para c = O corresponden dos rectas, las de ecuaciones 
y = 2x e y = -2x, es decir, las asíntotas de las hipérbolas halladas. 

La superficie es un paraboloide hiperbólico. 


ly 


Ejemplo 2 


Sea Fi(x;y) -> 4 y?. 
Dándole a F algunos valores positivos, obtenemos: 


2 
z=0cnCc=1:4x-y?=1 e Fo oy-1 


4 0=4 
y 
c=4:48- Y =4 3 
2 2 
c= 15 :4x2=y? = AA a 
xiy’ O 15 
4 


Si damos a F valores negativos, resulta: Superficie de nivel 


Si F es una función de tres variables, cuyos valores se obtienen mediante la 


x? 
para c= ~—1 aia dl o yo Ka =l fórmula u = F(x:y:z), la función no tiene representación gráfica usual, pero pueden 
7 hallarse sus superficies de nivel. 
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Definición 

Dado un campo escalar de tres variables por la expresión u = Fuy;z), super- 
ficie de nivel c es el conjunto de puntos (x;y;z), para los cuales es Fluyiz) = c. 

O sea, la superficie de nivel c es el conjunto {uyiz Fyz) = 0). 
Ejemplo 


Sea F:(x;y;z) > X +y? +z? 
Las superficies de nivel son superficies esféricas centradas en el origen. 


EJERCICIOS 


1) Hallar curvas de nivel para cada una de las siguientes funciones. En cada caso 
considerar, según el recorrido, los valores que pueden asignarse a Z. 


c) F:(xy) > ie 


b) F:(x;y) > x? +3y” +1 
x?+3 


P 1 
a) F:(xy) > yx 
2) Ídem para: 


a) F:(xy) > 4x+y-5` c) Fixy) > *+y-2 


b) F:(xy) > 4—lx|-ly] 
3) Hallar superficies de nivel para: 


2 2 
a) Exuyiz) > ay? 4-2- b) E) x2 +y? =z? 
4 9 


c) Fi(xiy;z) > xX? =y? -z d) F:Qoy;z) > 10412 


ili. Límite funcional doble (simultáneo) 


Sea F:D > R una función de dos variables (DER?) y A = (xo:Y,) un punto de 
acumulación de su dominio. 

El concepto de límite doble para un campo escalar de dos variables es análogo 
al de límite simple para una función escalar de una variable. Tampoco acá interesa 
si el punto (X,Y) pertenece o no al dominio de la función considerada, pero sí exi- 
gímos que sea punto de acumulación del mismo. 


Definición 


El número real € es el límite de la función F en el punto á = (op) de acumula- 
ción de su dominio, si y sólo si, para cualquier número positivo e, existe un número 
positivo 5 (en general dependiente de €) tal que, para todo punto (x;y), que perte- 


nece simultáneamente al dominio de F y al entorno reducido de centro á y radio ô, - 


el valor Fixy) pertenece al entorno de centro € y radio e prefijado. 
Siendo X = (x;y) y ā = (X,:y,), la definición dada puede esquematizarse así: 


lim, F(xy) = £ => ye>035(€)>0V3 : (XeD, n 0< Ix-al<s = |F(X)- £|<e). 
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O bien: 
ye>038>0Y(x;y):((xy)eD, a O Vx +(Y-Y) <8 => [Fbuy)-el<e). 


Gráficamente, elegido un entorno cualquiera de centro £ y radio e, es posible 
hallar un entorno reducido de centro ā y radio 3, tal que si (oy) eD¿NE'(3,5), enton- 
ces F(x;y)eE(f,€). 


En el espacio, la idea anterior significa que la porción de superficie correspon- 
diente a los valores de F para los puntos del entorno reducido hallado, se encuen- 
tra ubicada entre los planos de ecuaciones z = (—€ y 2 = (+€. 


Obsérvese que, igual que en una variable, el $ encontrado no es único, pues 
cualquier otro número positivo menor que $ también satistace la definición. 

Debe entenderse que el único método que permite asegurar la existencia de lf- 
mite finito para una función, es demostrar que se cumple la definición. Ello no es sim- 
ple, salvo para funciones determinadas por reglas sencillas. Daremos algunos ejem- 
plos de este tipo. 

En general, usamos la notación im Fey) =f. Si en la expresión aparecen 
otras letras, a fin de evitar confusiones sobre cuáles son las variables, puede recu- 
rrirse a lim Faxy) = £. 

«y -A9Y0) 
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Ejemplo 1 
Probar im x+y) =5 


Para ello, debe verificarse: 
ve>038>0V(x;y)eD (0< V (x-3) +(y-2)}<8 = |x+y-5|<e). 


Observamos primero que |x+y-5] = |x--3+y—2|<|x-3|]+Jy-2]  (1} 


Si V(x-3)*+(y-2)2<8, entonces |[x-3|+Jy-2)<28 por (2) y (3). 


Eligiendo o<ès$, resulta: 


Ve>033 = SI <8 > VIA > 


= 2V (x-3) +{y-2} <e => vV(x-3)} +(y-2) +V (xy 2 <e. 
Por (2) y (3) es |x--3]+|y-2|<eé y por (1) [x+y-5|<e. 
Queda así demostrado lim (x+y) = 5. 


Ejemplo 2 


Consideramos un caso análogo al anterior, probando que 
lip (3x+4y) = 11. 
Debe verificarse: 
Ve>035>0:(0<V(x- 1) +(y-2)2<3 = |3x+4y~11|<6). 
Sabemos que |x-1[sV(x-1)2+(y-2) (1) a ly-21=V(x-1)2+(y-2)? (2). 


Cálculos auxiliares: 


[8x+4y-11 ¿ € 
[8x-34-4y-—8| 2 € 
[B0—1)+4y-2)] E € 


> 


3|x-1|+4ly-2] < € 
Estos cálculos indican que basta elegir 3 tal que 0<5=S para que se cumpia la 
definición. 
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En efecto, Ve>0 sea 0<a=S: 
O<v (x-1+ (y 223 > e 11<8 a ly-2|<3 > 3x-1<38 a 4ly-2)<48 => 


> 3hX-1|+4|y-2/<78 = 3x- 1)+4Jy-21<75 = 3x-1|+4)y-2|<e 


Por la propiedad triangular: [S(x-1)+4(y-2)| = 3|x-1]+4]y-21. 

Luego, si 3|x-1)+4Jy-2|<e€, entonces también [S2—1)+4y-2)|<e. 

Es decir, [3x+4y-11|<e si 0<V (1) +(y-2} <ô. 

Entiéndase que en los cálculos auxiliares colocamos signos de interrogación 
pues las implicaciones que utilizamos en la demostración son recíprocas de las que 
corresponden allí y, por lo tanto, no tienen necesariamente el mismo valor de verdad. 


Ejemplo 3 
Siendo F:(x:y) > x?+xy, probar que tim ey) = 6. 


Intentamos previamente algunos cálculos auxiliares que nos permitan encon- 
trar ô para cada e. Estos cálculos son similares a los efectuados en los ejemplos an- 
teriores y dan un procedimiento general, aplicable a funciones polinómicas. 

Para ello, como el consecuente de la definición de límite para este caso es 


[x?+xy=6|<e, tratamos de acotar |x?+xy-6ļ utilizando [x-3| y |y+11. 
Podemos anotar: 


x?+xy-6] = |(x-3)?+6x-9+(x-3)(y + 1)+3y+3-x-6| = 
= |x—3)2+(x-3)(y +1) +8x+3y-12] = 
= l3)2+0-3)(y+1)+5(x-3)+3(y +1). 
Por consideraciones anteriores sabemos que 
h2jevV(x-3)+(y+1%<8 a jy+ 103) + y +1) <8 
Exigimos, para simplificar, 0<8=1. 
Luego, lx-3|=1 a |y+1fs1t. +: 
Obtenemos: ` 
pe+xy-6ļ = |(x—3)(x-3)+(x—3)(y +1) +5(x-3)+3(y+1)| 
<kx-3| -1+|x-3| - 1+5x-3|+3|y+11. 


Por lo tanto, p*+xy-6|<108. 
Luego, basta elegir ô tal que 0<5s 5 A 8S1, o sea, para cada €, 3 es el 
menor entre los números positivos 1 y => 


Resulta entonces, Ve>039/0<0=G" a 821: 0< VA y IE > 
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> 10V (x-3)4+(y+1)<108 => x-3/)x-3)+x—3]|y+1/+5)x-3]+3]y+1|<€ = 
> (0-3)? +—3ly +1) +53) +3(y+1)|<e > +xy-6l<e. 


Ejemplo 4 
Probar “que lím 0é+2y) = 5, 


En este caso procedemos de una manera ligeramente distinta, partiendo direc- 
tamente del antecedente de la definición de límite. 


VIA Y-2 <è = k-18 a ]y-21<5 = 
= 1-8<x<1 +8 n 2-8<y<2+8 > 
= (1-8) <x <(1+8) a 22-8)<2y<2(2+8) = 


= 1=28+8?<x?<1+28+8? n 4-25<2y<4+28 > 
sumando 


= 54 <x t2y<5 +4848? => —48+8? <x? +2y—5<48+8?. 
Si 0<8s1 es 82=5 y siempre —5<8?. 
Luego, para 0<3=1:-55<x?+2y-5<55 => pB+2y-5|<53 = €. 
Por lo tanto, para todo €>0 es 0<3 <= mínimo 0$. 


Ejemplo 5 
xy 
Probaremos M ===- = O, 
(0:0) x+y? 
i ey á G 
Debemos demostrar: ve>035>0: (0< VPO lr -0 <e). “sy Sy 
Py p 
Si x e y son números reales, es x2sx"+y? ^ ye +y?. 5 
xy? P $ 
Luego, X*y?=(x*+y2)2+y?) y también — <x+y (1) si ?+y2*0. € D 
+y 8 
Como x2+-y? = [x[?, basta elegir O<9=vV €. fa | 2 
En efecto, Ve>030 = VE tal que (xiy)eD¿ a 0<Vx?+y?< => i 
2 242 | i 
> VE V E ye =» tyce por (1) = $ 
xXL+y 


= [Fixy)-0|<e. 


% Ejemplo 6 
P Xy 1 
Demostraremos que lim —_——— = — 
din x+y? 2 
Efectuamos algunos cálculos auxiliares previos a la demostración, considerando 
el consecuente de la definición de límite para el ejemplo elegido. 
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xy 


As 
M 


1 
+y? Tz e 
| ay iy |2 š 
202 +y?) 
y2 y? 
ayi 2 
1 
A O 


Bey- nky- < e 


2x1 + 1x1]: 1+ly=11:1< € (1) 

Pensando en obtener una cadena de implicaciones que partiendo de (1) lle- 
gue a (2), exigimos las siguientes condiciones, que deben cumplirse simultánea- 
mente: 

0<0=E a 202+y)eat a eifeton ly=1]<1 
(a) b) (c) (a) 

Consideremos primero las condiciones (c) y (d), que también significan x—1P+ 
+|y—11?<2, o sea, que los puntos (xy) deben ser interiores a un círculo centrado 
en (1,1) y radio VZ. 


Por lo tanto, de las condiciones a, c y d, puede pensarse que $ sea el mínimo 
entre £ y VZ 

Veamos qué sucede si se cumple también la condición b. 

Obsérvese que la condición b: Rey exige que los puntos Cy} del do- 
minio no sean interiores al círculo centrado en el origen de radio > Para 


2 
que esto se verifique, basta elegir 0<85=—. 
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2 
$ = mínimo (5-22) 


Verifiquemos ahora que este ô, elegido para cada €>0, satisface la definición 
de límite: 


e Ao RTS > 


Ve>038 = mín ($. 3 


= CA = AYNA y-Ti<e > 


> 2 (DE ly- 2 VE e y + 1)2+ (y=1)?<e€ => 

> 2hx-1]+ 1 +[y-1]<€ > 2-1] 1+hx-1] tyt <e => 

> 2x1 ly 1]+ 11114 ]y=1lly=1]<e => 2x- tliy- 1]+(x- 1} +y -1< > 
porey 


= 2x~tlly-1 +--+- e > P0-DUY-D--1)-(y- 1 <e > 


e 2xy—x?—y? 
= [2xy-x*-y?|<e > Lo imagen a REA <e> 
pob [208 y) 200 +y?) 
s AS 
xy? 
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Propiedades del límite doble finito 


Las propiedades demostradas para límite finito de funciones escalares (Cálcu- 
lo 1 - cap. 4) subsisten, con demostraciones análogas, para límite finito de campos 
escalares. La única diferencia está en la interpretación de la expresión |X-al. 


1) Si lím Foy) = ¢, entonces existe un entorno del punto (a;b) donde la función F 
at 


está acotada. (Ver pág. 85.) 


lim [FQ<y)+G069)] = +t. 

CE 
Propiedades similares pueden probarse para la resta y el producto. También para 
el cociente si el límite del divisor no es nulo. 

3) lim |Fx;y)] = llim Fl. 

) lim IFO6y)] = liim F(iy)| 
4) Si lim Foxy) = f a £>0, entonces existe un entorno reducido del punto (a;b) don- 
(ail 


de los valores de la función son positivos para los puntos de ese entorno. Sucede 
algo análogo si <0. 


5) Si para todo (x;y): F(x;y)>0, entonces lím Fosy)=0. 
a;l 


6) Toda función es igual a su límite más un infinitésimo en el punto. 
O sea, si lím FOcy) = f, entonces F(x;y) = £+ M(x;y) con iim Moxy) =0. 
al CE 


Estas propiedades se extienden a funciones de n variables con n>2. 


igual que para funciones de una variable, el cálculo directo de límite doble se 
apoya en las propiedades anteriores. Para el caso en que el límite resulte indetermi- 
nado: cociente de infinitésimos, cociente de infinitos, etc. (Cálculo 1 - cap. 4), pue- 
de recurrirse a simplificaciones o artificios previos. El cálculo directo se apoya tam- 
bién en la continuidad de la gran mayoría de las funciones que se utilizan. 


Ejemplos 
5xy-3y? 
1) lim EN 
2) 2x? +y? 9 


x5 +2y?—1 si (x;y) + (-1:2) 
2) Sea Fixy) > l 
i 7 si (xy) = (-1:2) 
lim Foy) =6 


2 
3) lím (3+y*) sen x 


= lim [e+ sen x |- 3. 
{0:0} Xx (9:0) 


xX 
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Generalización del concepto de límite 


Foxy) = œ => Ve>035>0V(y):((xy)€D; 0 xx) yy < => 
) 


= |Fayi>e). 
Análogamente pueden definirse: 
2 
im Ebuy) = +2 > ye>038>0Y(x;y):((x;y}eDF ^ o< V-X) + yy) < > 
(oyo) = FAy>e). 


n -x +3 
í c) lím 3 sen (xy) d) lim Ky e) lim lv sen (2) 
pu 10:0) x 0 xy? 0:0) x 


iV. Límites sucesivos o reiterados 


A veces conviene considerar intuitivamente la idea de límite doble y compararla 
con la de límite simple. 
Al buscar un límite simple se observa a qué número se aproximan los valores 


= ~ o es Ve>013>0W(xy):((y)ED¿ ^a 0<V Ext- Y) < = 


im: RO) > Flxy)<-e). 100 cuando x se “acerca”, por derecha y por izquierda, al punto de acumulación ele- 
gido. La misma idea en el plano significa aproximarse al punto por “cualquier camino 

Ejemplo que se elija”. Es decir, pueden elegirse rectas paralelas a los ejes (límites sucesi- 
> 4 vos), rectas cualesquiera que pasen por el punto (límites radiales), y también curvas 

Probar que lim ———— = +%. planas, de cualquier tipo, incluidas en el dominio, a las cuales pertenezca el punto. 


Por supuesto, la posibilidad de elegir un camino diferente no se agota nunca. 
Esta idea es muy útil para probar que una función carece de límite doble, pues, 
si una función tiene, por ejemplo, límites radiales distintos, entonces no puede tener 


(000) x24y? 


1 
ye>0 sea 0<ós—=. 
ve 


€ límite doble. En efecto, la unicidad del límite asegura que los valores de la función 
1 1 1 tienen que aproximarse al mismo número, a lo largo de cualquier curva que pase 
ZIV AAE Po => >. 
Ox +y? <8 > OVX +y Se t Lay por el punto, 


Calcular límites sucesivos significa fijar primero una de las variables y calcular 
límite simple para la otra. Este límite define, a su vez, una nueva función para la pri- 
mera variable, cuyo límite simple se calcula finalmente. 

Consideramos, en primer lugar, algunos ejemplos que aclaren esta idea de lí- 
mites sucesivos o reiterados. 


También pueden darse definiciones adecuadas para las siguientes expresiones: 
lim Faxy) = €, tí Foxy) =0, lim Fey) =+, y iim Fosy) =- x, 
lc;00) (eya cas 7 


El último caso, por ejemplo, significa: 


Ejemplo 1 
lim Fly) = => > Ve>038>0V (xy): ((x:y)€D¿ ^ VETY > => Flxy)<- €). 
(2,9) 


Sea F:(x;y) > 4-x2-y? cuyo dominio es R? y calculamos límites sucesivos en 


Es decir, para cualquier número positivo prefijado €, es posible hallar un círculo el punto (1 >. 
centrado en el origen y radio ô, tal que todos los puntos (x;y) del dominio de F, ex- 


teriores a dicho círculo, tienen su imagen F(xiy)<-€. 


EJERCICIOS 
1) Probar la existencia de los siguientes límites hallando ô(€) en cada caso: 
a) lim y 2) = 11 b) im ee) =4 
(d+ 1; 
o) lim (5x-2y2+x?) = 12 d) lím (é-3xy+5) = 15 
eo (20 


2) Hallar á(e) para demostrar: 
1 


+00 imm ——— = +0 
(2) 


x? +y?—2x—4y+5 


1 
a) lim ——==>37 >= 
) 00) Vx ty? 


3) Calcular, si es posible: 


2) m 
A E Ed b) lim Y 32 x 5 R 
a) im [ye 3) tg ES ) EU a pa a 
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Fijamos primero la variable y. Es decir, tomamos un valor fijo de y, al cual lla- 
mamos yọ. En el plano de ecuación y = y, consideramos la función de una variable 
x, dada por la fórmula Fxy/) = 4-x?-y% y buscamos su límite en x = 1. 


O sea, lím (45) = 3-y% 
x= 


En nuestro caso, lo mismo sucede para cualquier otro valor fijo de y, ki decir, 
queda definida una nueva función g, de una variable y, siendo gly) = 3-y°. 


ajo 


Queda, finalmente, €,, = lím [tm geo] du 
xt 


yo 


2 


Y 


Pe 3- 
Puede buscarse ahora el límite en y = F 


3 
P ni E A 
Es lím g(y) = lím {3 y?) 4 


Resumiendo, los dos límites que hemos calculado sucesivamente: 


xt 


; P AN 
Si le aaa ra 
2 


“En forma análoga, podemos considerar primero valores fijos de x y determinar, 


en cada uno de los planos correspondientes, funciones de una sola variable y. 
Es im (4-4) = 


y>5 


2 


~ xê = h(x) 


AJN 


zimba 2) PER] 
Luego, im nú) = in ( y x 7 
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Hemos encontrado, entonces, los dos limites sucesivos. 

En el primer caso, la notación £,, significa que la primer variable que actúa en 
el límite es la variable 1 o sea x, y en segundo término la variable 2, o sea y. 

fz indica que se calcula primero el límite para y, luego para x. 


Ejemplo 2 


Sea F:{x;y) > 5x?y—xy?. Buscamos ambos límites sucesivos en (3;1). 
= lim fti 9) = —-3y?) = 42, 
ts im, fim, Fowy)] im (45y-3y?) = 42 
= lí ír m = AS 
la, lim [im Focy)] lim, (5x?=x) = 42, 


En general, consideremos F:A — R tal que z = F(x;y) con AGR? y (a;b) punto 
de acumulación (superficial) de su dominio. 

Tal como hicimos en los dos casos particulares, fijamos y = y, buscando el lí- 
mite en a de la función de variable x. Si este límite de una variable x existe, depende 
del valor y, siendo lim Foxy) = Q(yp). Obsérvese que g(y,) es el límite en a de 


F(xYp). y no es necesariamente igual a F(a;y,). (En los ejemplos dados fesultó 
glyo) = Fla;y,) por ser F continua en ambos casos.) 

Si hacemos variar ahora y,, es decir, si consideramos distintos valores fijos de 
y, queda definida la función g, de una variable y, de la siguiente manera: 


gy — lim Fà(xy). 
- xa 
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Buscamos ahora in 0). Si existe, resulta tim m Foxy 


|= ba 


En forma análoga, se puede considerar el otro orden en los límites sucesivos. 


ÉS lim fín Eos] = ta 


aj yo. 


4 A f e a 
$ Para calcular límites sucesivos en un punto (a;b), no basta exigir que Se: 


de acumulación del dominio. Tampoco basta que el conjunto 


sea denso en sí. 


En efecto, sea F:A > R con AGR? a A = {xxyy = 2). Si se trata a 
límite doble en (1;2), por ejemplo, este punto es de acumulación del dominio. 


otra parte, también A es denso en sí, pues todos sus punta 
Sin embargo, no tiene sentido pensar en límites sucesivos. 
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s son de acumulación. 


o > 
A Ea 
fado, 
a ES 
SS ES 
e ES 
S 

g 

za S 


Consideremos /,, = lím qe Fo) Para calcular lim Fy) observamos que 
xo 1 y> y> 


2, en el caso propuesto, no es punto de acumulación para el dominio de ninguna 
función de variable y (fig. 1). Por lo tanto, no se cumple- la condición de punto de 
acumulación que exige la definición de límite en una variable, y no es posible cal- 
culario. 

Lo mismo sucede en f,, para calcular tim Foxy) siy * 2 (fig. 2). 


a Y 


T ; 


(1) | (2) 


En realidad, para calcular £,,, es necesario exigir que, en cualquier paralela al 
eje y, existan infinitos puntos del dominio y que la intersección de cada paralela con 
la recta y = 2 sea punto de acumulación del dominio. Para f, debe suceder lo mis- 
mo con las paralelas al eje x. 

Para simplificar, aunque la exigencia es mayor, pedimos, para calcular límites 
sucesivos y, más adelante, radiales, que el punto sea de acumulación “superficial”. 
Esto significa que, en todo entorno reducido del punto, la intersección de dos rec- 
tas cualesquiera es punto de acumulación del dominio. Esto no se verifica para (1;2) 


en el caso presentado, pues es de acumulación sólo sobre una recta y no sobre una 
superficie. 


xt 
a] 


Estudiaremos ahora la relación que existe entre los límites sucesivos y el límite 
doble. 


Si el límite doble existe en un punto, dicho límite es único. Por lo tanto, para que 
pueda verificarse la definición de límite doble £, si existen límites sucesivos, deben 
coincidir con el número €. Luego, si los límites sucesivos existen, pero no son iguales, 
no existe límite doble. 


Ejemplo 
3x2 +y? és Ss 
Sea Ey) > — y (0;0) punto de acumulación (superficial) de su do- 
X +y 


minio. 


2 2 
€, = lim (im 220) tim 1=1 
12 ysoXx=0 x24y2 
24y2 
€, = lim (tm I) am 3=3 
x>0ly>0 x?4+y2 x>0 


£ 12 * £,, asegura que no existe límite doble en el origen. 
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Téngase en cuenta que la desigualdad de los límites sucesivos asegura que no 
existe límite doble, pero su igualdad no informa sobre la existencia del límite doble. 


Teorema 1 


Sea F:A > R con ACR? y (a:b) punto de acumulación (superficial) de su domi- 
nio. Si existe lím F(x;y) = € y existe (,, = lím (lím Fy), entonces ambos son 
iguales. (ab) yv xma 


"Demostración A A AE 
Por definición de limite doble €: 


Ve>038>0V (xy) : ((xiy)eD, a 0<V&-a)?+{y-b)?<8 = [Flxy)-e<e). 


O sea, ¿-e<FlMy)<e+€ si (oy)eE ((a:b),8). , 
Considerando exclusivamente la variable x, por propiedades del límite simple, 
es ¿-exslim F(x;y)=ć+e€ ya que, por hipótesis, existe lím F(x;y). 
xa x>a 
Como, también por hipótesis, existe lím ¿(lim F&y)), es: 
ya. xa 


l-e < lím (im Fixy)) = tre. 


y>oblxoa 
Luego, Ve>0: (—e=f ¿sé+e en E'((ab),5). 
O sea, Ve>o: |£,,-£|=e. Por ser £,, y £ números reales, resulta ¿=f ,,. 
En forma análoga, si existe £ y existe £,,, puede probarse € = £,,. 
Puede darse el caso en que exista límite doble y no existan los límites sucesivos. 


Ejemplos 


1) Fiuy) > x sen F Puede probarse € = fp = o. No existe €,,. < (o, 9) 
2) F:(x;y) > y sen T £ = f, = 0. No existe £ ,,. 


3) F:(xy) > (x+y)(sen a + sen $) 


Puede probarse € = 0. No existen ni £f, ni fz- 


$ Teorema 2 


Sea F:A> R-con ACR? y (a;b) un punto de acumulación (superficial) de su 
dominio. Si existe límite doble £ en (a;b) y existe, en un entorno reducido de b (sobre 
la recta de ecuación x = a) la función g, tal que g(y) = lim F(x:y), entonces también 
xa 
existe (,,= lim 


(im Fey) y coincide con f. 
yb 


ka 
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Demostración 


Por definición de límite doble, Ve>033>0 tal que: 


(uy)EE ((a:b),3) = [Fey eS. 


O sea, € = ¿FUNES si aye) 


Fijando y, buscamos lím . 


si 
Resulta: 
Ey e ; 
l- Slim FOYE si (uy)eE ((a;b),5). 


También ¿- e<lím Ay) <t+e, o sea: (-e<g(y)<f+€, relación que se veri- 


fica si y es la ordenada de un punto del dominio que pertenece a la recta de ecua- 
ción x = a y al entorno reducido. 


Luego, Ve>033>0: (0<|y-b|<3 = |g(y)-*]<e). 
O sea, 3lím SS) =f. 
y> 


Por lo tanto £,, = ?. 


Consecuencia 


Si F es infinitésimo en (a;b) y lím Fay) = 0, entonces existe 


im (im Focy)) =f, y es l,=0. 


—>bilx a 
En algunos casos conviene considerar, para negar la existencia del límite doble, 


límites radiales. Estos son límites simples para restricciones de la función sobre con- 
juntos unidimensionales. 
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IMA 


DAN 


EN. PES PNL LO SES LEDO LEE ANS JACA DOS AOS: AOS LEO AS LOS SA EOS AA LEAN AR 


Ejemplo 2 
Ejemplo 1 


A ME axy? 
Sea FAxiy) > E y (0;0) punto de acumulación (superficial). 


Consideremos F:íx:y) > Y busquemos límites sucesivos y radiales en 
+y 


x2 
el origen. 
Es f2 = la, = fm = 0,0 sea, todos coinciden, lo cual no informa sobre la exis- 
tencia de limite doble. 
Sea A = {(x;y)/y?° = x}. La restricción de F sobre A está dada por F(x;y) = 
= F(y?;y). Calculemos su límite en èl origen, que es punto de acumulación de A. 


Podemos calcular £, = fz = 0. e i 
Consideremos ahora, en R°, las infinitas rectas que pasan por el origen, cua 


viera de ellas con ecuación y = Mx. 
i Los valores de F sobre una de esas rectas están dados por 


2 


Foxy) = Flgmx) == ; Im Fey) = Im = 
; y Ama yoo” ay 2 


y>0 y 


Como este límite es distinto de los anteriores, afirmamos que F no tiene límite 
Para x #0 es F(xmx) = 


1+m2? doble en el origen. 
ar Aaa A 
Por ejemplo, sobre la recta de ecuación y =X €s F(x;y) => Ejemplo 3 
2 Calcular lím 2, 
sobre la recta de ecuación y = 2x es Floy) =p E) y 


i El límite propuesto es indeterminado, Buscamos límites radiales y consideramos 
9 la restricción al conjunto A = ((x;y)/x = 1) que corresponde a la recta de ecuación 


3 
sobre la recta de ecuación y = 3x es Fluy) = ETK etcétera. x = 1, que pasa por el punto (1;1). 


A ; yato -1 1 
i ta que pasa por el origen lim —— lím PEPR 
Es decir, F es constante a lo largo de cualquier rec pas 4 INE Liz 2 
y la constante es distinta para rectas distintas. Por lo tanto, en ningún entorno pak y iy? y y 
cido del origen los valores de F se acercan a un número € y F no tiene límite en el Eo ; 
i Sobre B = {{x;y)/y = 1) es lim = lím aal, 
origen, x>1 3-1 121 xx +1 3 


Cada una-de las constantes halladas es el lim ¿FoGmx), es decir, de una res- 
x> 


= {(x;y)/y = mx}. Cada uno de estos límites es un límite Por lo tanto, no existe límite doble en (1;1). 
Podríamos haber considerado la recta de ecuación y = 3x2, que también pasa 


S por el punto. O sea, la restricción de F a C = ((x:y)/y = 3x2). 


tricción de F al conjunto C,, 
radial, ` 


JE m 
Es lim Fo(xy) = lím TE S ag distinto de los anteriores. 
x>1 21 x0-9xP+12x-4 3 


7 Para funciones de n variables se extiende la definición de límite doble a límite 
28 múltiple utilizando entornos n-dimensionales. 


1) Verificar que no existe límite doble en el origen, mediante límites sucesivos 


Si el punto donde se calcula el límite es (a;b), los límites radiales corresponden Ed a) Fixy) > e b) Fiy) > 
a las rectas que pasan por dicho punto, cuyas ecuaciones son del tipo y = m(x—a)+b- E 


xy 


6x?-5y? 
x+2y2 
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En PR? la definición puede precisarse así: 
F continua en (a;b) «> We>033>0V(x;y): ((x:y)€D¿ a Va +y- b} <8 > 
2 Calcular límite en el origen para sus restricciones a los A e 
Ad = (yy = x3, O = (xy) y? = x} 
siguientes conjuntos: A = (xy)/y = 3x), B= {y , 
¿Se obtiene alguna conclusión? 


2) Sea Fixy) > 


Si existe límite doble pero la función no es continua, la discontinuidad se deno- 
mina evitable. Si no existe límite doble, la discontinuidad es esencial. 


5 
Í a = (uyy = 4, B= (yy = 7% 
Pe 3) idem-para Fx) Ey sobre A = ((xiy)/y = 4x}, B= (YY == 


í IA on (1:1) A = (ayy = +2), 

4) Ídem para F:(x:y) > Eg en (1;1) sobre 
= (0 = 2x-1). 

B = ((xy)/y Sea F:A—>R con ACR. 


2y en (1,1) sobre A=((xy/y = x}, F está acotada si y sólo si existe un número real y positivo k, tal que 


x 
5) Ídem para F:(x;y) > ora 
B = ((xy)/y = 2- Voy): (buy)eD, > |Focy)|=k). 
x-y?=1 
x? -Ay 


en (2:1) sobre A= {ayy = aah Por ejemplo, F:A-—> R con A = {(x;y)/x?+y?<4} a F(xiy) = 3+x?+y? está 


acotada pues Yà(xy): ((xiy)eA = |F(xy)|:=10). 


6) Ídem para F:(x;y) > 
B = ((xyYy = 3). 
7) Investigar si existe límite doble en el origen para: 
xy xy 


3 b) Fixy) > 
a) Foy) ey ) FX yak 


a 


x+y? 


c) Fixy) => E 


<] 


8) Investigar si existe límite doble en {1;1) para 
2+xy—2 


y y ea a 
a) Fiy > ae b) F:(xy) iy 


3 es el ínfimo y 7 el supremo. 


En cambio, F:R?—> R con F(x:y) = 3+x2+y? no está acotada. 


Y. Continuidad Solamente está acotada inferiormente y su ínfimo es 3. 


La función de vector F es continua en el punto a sS acu 
si y sólo si se verifican las tres condiciones siguientes: 


mulación de su dominio 
Extremos absolutos y locales 


El número real F(a;b) es el máximo absoluto de F en el conjunto A, incluido en 


1) 3F(8). pe, Enámer 


2) 3 lím, F). 


3) lim, F) = F8). Yixy): ((xiy)€A = F(xy)sF(a;b)) 


į ā si exi a). 
Si el punto á es aislado, F es continua en å si existe F( ) i 
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Ann OS AA EAN AAAA MONA ANAN ASA AAN 


FS 


Análogamente, F(a;b) es el mínimo absoluto de F en el conjunto A, incluido en 
R?, si y sólo si: 


vosy): (buy)eA = F(xy)=F(a:b)). 


Pueden definirse también extremos locales o relativos. 
F(a;b) es máximo local de F si y sólo si, en primer lugar, (a;b) es interior a su 
dominio, y existe un entorno de (a;b) tal que 


voy): (Oy)eEl(ab) => Fxy)sF(ab)). 


F(a;b) es máximo absoluto y local. F no tiene mínimo absoluto ni local en A. 


Como puede observarse, las definiciones son análogas a las conocidas para 
funciones de una variable y pueden extenderse a cualquier número de variables. 
También pueden probarse todas las propiedades de funciones continuas, ya de- 
mostradas para funciones escalares. 
Por ejemplo: 

1) si F es continua en el punto á de acumulación de su dominio, entonces existe 
un entorno de á en el cual la función está acotada. 

2) si F es continua en el punto á de acumulación de su dominio y F(á) es un 
número positivo, entonces existe un entorno del punto á donde los valores de la fun- 
ción también son positivos. (Lo mismo sucede para valores negativos.) 

3) si F y G están definidas en el mismo conjunto y ambas son continuas en el 


punto á, entonces F+G, F-G y FG son continuas en dicho punto. También lo es 


E si G(á) + 0, etcétera. 


Continuidad en un conjunto 


Una función de vector F es continua en un conjunto A si lo es en cada uno de 
sus puntos. 


Teoremas de Weierstrass 
Sea F:A-> R con ACP?. 
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© Primer teorema 


Si F es continua en un conjunto cerrado y acotado (compacto), entonces F está 


sn acotada en dicho conjunto. 


$ Demostración 


Sea A un conjunto cerrado y acotado. Por estar acotado, se lo puede incluir en 


ə un círculo con centro en el origen y radio ô, y éste a su vez puede incluirse en un 
~ cuadrado cerrado B de lado 25. 


Suponemos, para demostrarlo por el absurdo, que F no está acotada en A y, 


B por lo tanto, no lo está en su intersección con el cuadrado. Es decir, F no está aco- 


tada en AMB, 

Si subdividimos B en cuatro cuadrados, en la intersección de A con uno de ellos, 
por lo menos, la función no está acotada. 

En efecto, si estuviese acotada en cada una de las intersecciones de A con 
cada uno de los cuatro cuadrados, también lo estaría en el conjunto inicial A. Llama- 
mos B, al segundo cuadrado cerrado, así elegido. Subdividiendo B,, elegimos de la 


misma forma, B,, etcétera, 


Definimos entonces una sucesión (B,) de rectángulos cerrados, cada uno inclui- 
do en el anterior, cuyas dimensiones tienden a cero. La intersección de esos infini- 
tos rectángulos es un único punto (a;b) (pág. 17). 

En cualquier entorno de (a;b) puede incluirse uno de los cuadrados B, de la su- 
cesión y F no está acotada en AMB. 

Tal como ha sido hallado (a;b), este punto no puede ser exterior al conjunto A, 
pues en todo entorno de (a;b) puede incluirse, como se ha visto, uno de los cuadra- 
dos de la sucesión (B,). Por lo tanto, (a;b) debe ser interior a A o punto frontera del 
mismo. Si es interior, (a;b)eA. Si es frontera y es aislado, también pertenece a A. Si 
es frontera y es punto de acumulación, pertenece al conjunto A porque éste es ce- 


rrado. 
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A S > j i , demuestra: 
En todas las situaciones, (a;b)eA. Luego, F es continua en (a;b), por hipótesis, BARES El teorema de Heine, para dos variables lie ips 
Ahora bien, por propiedad de las funciones continuas, existe un entorno de (a:b) ate Si F:A=> R.(con ACR ) es continua y A es un conj i 
donde F está acotada. Por lo tanto, en la intersección de este entorno con ANB, F $ — es uniformemente continua en A. 


está acotada y no lo está. Con esta contradicción, el teorema queda probado. 


Segundo teorema 


"9 EJERCICIOS 


1) Estudiar continuidad en el origen para cada una de las siguientes funciones. Si 


m — Si Fes continua enan conjunto cerrado y acotado, entonces F alcanza máximo 


y mínimo absolutos en dicho conjunto. 


La demostración es análoga a la del teorema para funciones escalares. (Cálcu- 
lo 1 - cap. 5.) 


Sea F:A -> IR con AGR. Por el primer teorema F está acotada en A. Sea M su é 


supremo. 
Por definición de supremo Y(x;y): ((xy)eA = F(x;y)=M). 


El número real M puede o no pertenecer al recorrido de F. Si pertenece, se trata É 


del máximo absoluto. Es decir, debe probarse que (Xy :Y/JEA tal que F(x,y) = M. 
Por el absurdo, suponemos que no existe dicho punto, es decir 


Vxiy): Fly) <M 


Luego, V(x;y): M-F(x;y)>0. 
Consideremos una función auxiliar G, definida en A de la siguiente manera: 


pi 1 
G:{(x;y) > MF 


G es continua y todos, sus valores son positivos. Por el primer teorema, 


1 m 


3k>0 tal que y + 


k. 


Resulta Y(x;y): F(xy)sM — + <M. Esto es absurdo pues M — E es una cota 


superior menor que el supremo. 
Este absurdo-provino de suponer V(x;y) : F(x;y)<M. Luego, HXyYJEA tal 
que F(X iY) = M máximo absoluto de F. 


Considerando el ínfimo, en lugar del supremo, se demuestra la existencia de 
mínimo absoluto. 


También se extienden a campos escalares las definiciones de continuidad uni- 
forme y el teorema de Heine para conjuntos compactos en R” (Cálculo 1 - cap. 5). 


Para un campo escalar F de dos variables, la continuidad uniforme se define así: 
F uniformemente continua en A «> 


= VES 03830 (x, y JW) : (AY JE a GOGYJEA a VOG -x ty, Y SS > 
= [Fx y) -Faya e). 
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E W y 


——es-discontinua,clasificaria. ——-—-—-——-—-——-—---- E AAA EA A 


2 2 
PEY a (uy) + (00) 
x+y’ 
F: (uy) > 
DES 0 si (x;y) = (0:0) 
my? 
b) F: (xy) > Ey 
Ze 
LE si (uy) + (0:0) 
+ 
o) Fix > xey 
0 si (x;y) = (0;0) 
t a 
x sen-y siy*+0 
d) F: (xy) > 
) F: (x;y) E 
2 
Y si (xy) + (0.0) 
x+3y? 
e) F: (xy) > 
l 5 . si (x;y) = (0;0) 
x-y?-1 
2) Estudiar continuidad en (2;1) para F: y> aay 
RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPÍTULO 3 
Sección | 


123)0 b) -3 c) 3a°y—3ay d) 6x°—4x e) - -8 
2 a) -2 b) 3(a+h)?-4(b+k)* c) 3a?-4y?. 
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s 3) a) R?  b)=10 c)-1 d) -2 
) 4) a) R?={(xy)/x=0vy=0} b) - 4 o + da 2. 
1 3 
Sy d) D = (uy aé+ly- ST A yA zay + > 
€ 
) < à 
=- b)no3 c)in2 d) -6. 
1 
a 
J 6) a) 5 b)4-a  c)j4 d) nose puede hallar. is OS 
) a 
y D 
) NSi 
D = {(x;iy)/x? +4y?=1}. 
l S 
) NY 
) 
) a 
) a 
8) a) s D = {{(xy)/ 25x? +y? <4}. 
D = ((x;y)/(x+-3) (y-2)>0). 2 
) 
l 
) a 
y R 3 y 
D= pyys} - Se a y>x? -5 ^ ls b) D = (Ay y>é-3 a y<t-). 
k 2 2 a 
} q 
i A y + 2-4). E SS 
7 E en 
E7 SS 
qa 90 ika P 


Sección HH 


1) a) haz de rectas paralelas de pendiente e = 0). 


1 xX 
D= yy y>2- — — y 
(xy)/y>2 Pa ET + 


NO 


b) elipses concéntricas en el origen. z=1 (el origen es la curva de nivel 1). 


c) haz de parábolas de eje y para z + 0. Eje x para y = 0. 


2) a) haz de rectas paralelas de pendiente -4. 
b) 2 = 0: cuadrado de vértices (-4;0), (0;--4), (4:0) y (0;4). 


z = 3: cuadrado de vértices (-1:0), (0;-1), (1;0) y (0:1). etcétera. 2=4. 


c) haz de parábolas de eje y con concavidad negativa. 


3) a) elipsoides concéntricos en el origen. u=0. 
b) hiperboloides de una hoja si u>0, de dos hojas si u<0. 
c) hiperboloides de dos hojas si u>0, de una hoja si u<0. 
d) esferas concéntricas en el origen y radio vlog u. uz1. 
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d) 0<ó<s min Er 1). 


Sección lil 


€ nE. nt 1 
1) a) 0<3SG b) 0<3< mín Ez 1) c) 0<3< mín E ) 


PARA 


coa 


] 1 
2) a) 0<5=- 
3a0 bbo 90 d3 eo. 


Sección IV 


1) a) é= -1 én =l; b) ép=- È ly =s. 


2) £,=0; f¿=0; €¿=0. Ninguna conclusión. 


AS: . : 
3) ta===38 fe” 7 -gy No existe límite doble. 
4) = E ĉa =0. No existe límite doble. 
54 == + fa = 2 No existe límite doble. 


6) 4 = + h= = No existe límite doble. 


7) a) no existe € b) no existe í c) no existe £. 


8) a) no existe € b) no existe £. 


Sección V 


1) a) discontinuidad esencial; b) disc. esencial; 
d) continua; e) discont. esencial. 


2) discontinuidad esencial. 


c) discont. esencial; 


a AS 


| 
| 
| 
¡ 
| 
i 
| 
RAA A A Ad 


Y 


ESA E AA IAS IN ASA A INN 


AA 


te] 
Y 


E 


j 
| 
[i 


4. DERIVADAS 


El problema de la derivación para campos escalares no cambia respecto de lo 
ya visto para funciones escalares. Es decir, siempre se efectúa la derivación según 
una sola de las variables que intervienen, dejando fijas las demás. Por ello, se trata 
de una derivación parcial. Subsisten, por lo tanto, todas las reglas para derivar fun- 
ciones de una variable. . 


I. Derivadas parciales 


Sea F:A—>R (ACR?) y (a;b) un punto interior al dominio. 
Si fijamos una de las variables, por ejemplo y =b, F depende exclusivamente 
de la variable x. Resulta F(x;b) = g(x). Si g es derivable en a, su derivada es, por 


Luego, definimos "derivada parcial de F, respecto de x, en el punto (a;b)”, al 
siguiente límite simple, si existe: 


F(x:b) — F(ab) _ Fab). 
x>a xa x 
Se utiliza también la notación E (a;b), F (aib), F, (a;b) o D (a;b). 


El gráfico de g es una curva en el plano de ecuación y = b, intersección de la 
superficie definida por F y el plano mencionado. Por definición, g'(a) es la pendiente 
de la recta tangente a esa curva en el punto (a;g(a)). 

Por lo tanto, la derivada parcial Fí(a:b) es la pendiente de la recta tangente, 
en el punto A = (a:b;F(a;b)), a la curva plana, intersección de la superficie corres- 
pondiente a z = F(x:y) con el plano de ecuación y = b. 
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tga= F(ab} 


Análogamente, puede definirse e interpretarse geométricamente la derivada par- 
cial de F respecto de y: 


F (a;b) = lím 
y= 


xX 


F{a;y) - F(a;b) 


y-b 


tg 8 = Faib) 


También pueden utilizarse las siguientes definiciones, equivalentes a ias ante- 


riores: 


F {a;b} = im a 


F(a+h;b) — F(a;b) 


h 


F(ab) = lim. 


F(a;b+k) — F(a;b) 


k 
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Para un campo escalar de n variables, se define: 


F; (8,87;.:8,;.¡8,) = lím .:8,) — Fla,:az;...:8...:8,) 
xj aj x-a + 
78, 


Ejemplo 1 


Calcular, aplicando la definició i ai i 
, ción, las derivadas parciales de F o e 
en (2-1) si Gua 


Fixy) > + y. 


Fue) = lim EED FE) 
12 x-2 


F(2;-1) = lím F(2y) ~ F(2;-1) D 4+y-3 
RETA y+1 y>o-1  y+1 = 


Ejemplo 2 


Cal inición, F*(0;0) si 
cular, por definición, F(0;0) siendo F(x;y) = e* sen y 


F:(0;0) = lim _F(0;y) — F(0:0 
y(0;0) m OO L i SNY igy 
y>0 
Ejemplo 3 
Calcular, por definición, Fx(231) si FOGy) = 340% 
F2) = lim EEFE L im tame? 
x>2 x-2 x>2 x-2 


0 


Como se trata de un cociente entre infinitési 
L'Hôpital ¿Cálculo q. e tre infinitésimos podemos aplicar la regla de 


+ 7 i 2 
Fx(2:1) = lim 2 t 


id 3 = 12+e°. 


Cualqui j 
lanas y se de ha ler de los ejemplos anteriores pueden verificarse cal- 
e la función derivada parcial, utilizando las reglas de derivación 


para la variable respecto de la cual se deriva y considerando a la o ra var co- 
bi to de |, d id dı tra variable 


Por ejemplo, para Fà(x;y) = x24+e%% 
Faxy) = 3x?+yey => FL(2:1) = 12+e? 
Faxy) = xe = F(21=2e? 
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Ejemplo 4 


Consideramos una función de tres variables independientes y calculamos direc- 
tamente sus tres derivadas parciales. + 


Fauyiz) > nv +y? tz. 


Al derivar respecto de x, las otras dos variables permanecen constantes. 


PR _ —_—_ A E A e A 
Luego, F'(xiy:z) = a -2x F'(x;y;z) = 
go, F.(xiyiz) EA Ez 06y iz) x+y? +z? 
Análogamente: F'(x;y;z) = o ZE Er0uyiz) = E 
y x2 +y?+z? x+y +z? 


Teorema del valor medio (del cálculo diferencial) 


Sea F:A—> R (ACR?) una función con derivadas parciales finitas en un entor- 
no del punto (a;b), interior al dominio. Si el punto (a+h;ib+k) pertenece a dicho 
entorno, entonces es 


F(a+h;b+k)-F(a;b) = h F'(a+c,h;b) +k Fi(a+h;b+0,k) 


con 0<c,<1 ^ 0<c,<1. (Por lo tanto, a+c,h está entre a y a+h, y b+0,k entre 
b y b+k.) 
El teorema es una aplicación reiterada del teorema del valor medio del cálculo 


diferencial de funciones escalares (Cálculo 1 - cap. 7). Recordemos que el teo- 
rema en una variable tiene como tesis para el intervalo [a;b] : 1(b)-f(a) = (b—a)P (c) 


con c entre a y b. 
También puede expresarse: f(b)-f(a) = (b-a)f'(a+c,(b—a)) con O<c,<1. 
Si el intervalo es [aja+h] es: f(a+h)-f(a) = hf(a+c,h). 


Demostración 
y 
{a+h;b+k) 
DARK o ooo 
(a+h;ib+cKk) 
De a+ hb) 
b {a;b} i (a+c,h:b) i t 
L nas cm 
a a+h x 
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En el plano de ecuación y = b, F depende exclusivamente d 
z e X, i 
carse el teorema de una variable: y pune apik 


F(a+h;b)-F(a;b) =h Fi(a+c,hib) (t) 0<c,<1. 


En el plano de ecuación x = a+h, F depende exclusivamente de y- 

Luego, F(a+h;b+k)—-F(a+h;b) = k F;(a+h:b+c,k) (2) 0<c,<1. 
Sumando (1) y (2) queda la tesis. ñ 
Obsérvese que, si en lugar de elegir la poligonal de la figura anterior, se toma 


la poligonal determinada por los puntos (a;b), (a;b+k a+hib+k; į 
tesis similar, con diferentes puntos intermedios. EA ti seobe una 


FASE (ab+k) (a+d,h;b+k) 
| (a+h;b+k 
(a;b+d,k) | 
a 
! i 
a ah E 


La tesis es: 
F(a+h;b+k)-F(a;b) = k F (aib+d,k) +h F (a+d,h;b+k) 


El valor F(a+h;b+k)--F(a;b) suele indicarse AF E 
pias de en (a;b) respecto de h y k, o 


Aplicación 


Erro H intermedios del teorema anterior para F:{(x;y) > 3x? +2y? entre 
F(2+h;1+k)—F(2;1) = 3(2+h)?+2(1+k)?—14 = 
= 12+12h+3h?+2+4k+2k?—14 = 
= 12h+3h?+4k+2k? (t) 
F (y) = 6x => F.(2+c,h;1) = 6(2+c,h) = 12+6c,h 
Fy buy) =4y > F (2+h;1 +ck) = 4(1+c,k) = 4+4c,k 
hF (2+c,h;1)+kF(2+h;1 +C,k) = 12h+6c,h*+4k+40,k? (2) 
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0<d,<1 a 0<d,<1. 


"De (1) y (2); por el teorema: 


12h+3h?+4k+2k? = 12h+80,h*+4k+40,k? 
3h? +2k? = 6c,h?+4c,k? 


, Por lo tanto, 3 = 6c, a 2 = 4c, = ==> 


Luego, (a+c,h;b) = (2,005;1) ya que h = 0,01 
(a+h;b+c,k) = (2,01;,1,01) ya que k = 0,02. 


Si bien el teorema asegura la existencia de los puntos intermedios, su cálculo, 


% en general, no es simple. 


ds Conjunto conexo (en R?) 


Un conjunto es conexo si y sólo si todo par de puntos que pertenecen al mismo 
puede ser unido por una poligonal incluida en él. Puede demostrarse que la unión de 


8% dos conjuntos no vacíos y disjuntos no es"conexo, También que la poligonal, si exis- 


ee 


te, puede elegirse con lados paralelos a los ejes coordenados. 


Eg Qo? 


conjunto conexo conjunto no conexo 


Conjunto simplemente conexo (en R°) 


Un conjunto plano es simplemente conexo si y sólo si es conexo y el polígono 
determinado por cualquier poligonal cerrada está incluido en el conjunto. 


D Y 


conjunto simplemente conexo conjunto conexo y 
no simplemente conexo 


Propiedad 


Si una función de dos variables tiene derivadas parciales nulas en todos los 
puntos de un recinto conexo y abierto, entonces la función es constante en dicho 
recinto. : 
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Elegidos dos puntos cualesquiera del recinto Y) y (X,y,). siempre existe = T 


una poligonal de lados paralelos a los ejes que une dichos puntos en el plano. 


Por el teorema del valor medio: 
VAX Y) VOY) : Fly) F y) = 0.(x,—X,)+0.(y,—y,) = 0 


O sea, W(x y) VIXoy,) : Fix y.) = Fixy) y F es constante. 


Si los dos puntos pueden unirse, como en la figura, mediante una poligonal de Ñ 
dos lados, basta aplicar el teorema una sola vez. Si la poligonal tiene n lados, el 


teorema se aplica reiteradas veces a vértices consecutivos. 


Obsérvese que si el dominio no es conexo, la propiedad no se verifica nece- $ 


sariarente. 
2 si 4<x?+y?<9 


EJERCICIOS 


1) Aplicando la definición, calcular derivadas parciales en el origen para 
F:(x;y) — y sen x — cos y + e%. 


2) Por definición calcular F!(8;-2) si Flxiy) = xy-y?. 


A 3) Por definición calcular F/(-1;2) y F 2-3) si F(xy) = y. 


æ 4) Derivadas parciales, por definición, en el origen, si existen, para 


Expuy) > VR +y?. 


$ 3 ` 
5) Ídem para F:(x;y) > Vx? +y?, 


a® 6) Ídem para F{x;y) > VŽ +y?. 
3 
, IC si (x;y) + (0:0) 
> 7) idem para F:(x;y) > x+y 


o si (xy) = (0;0) 


? 
A, Verificar el resultado 


i 8) Calcular, por definición, F;(-3;1) si F:(x;y) > 
utilizando fórmulas de derivación. 


9) Calcular derivadas parciales de: 


Por ejemplo, para F: (x;y) > a) F:{x;y) > cos (x*-3y?x) 
5 si 0<x?+y?<1 

c) Fix y) > arc tg (xy) 

En este caso, las derivadas parciales son ambas nulas en el dominio y la fun- $ e) F:(x:y) > sen [ta(4x—2y)1 

ción no es constante pues el recinto no es conexo. ki a 


9) Fiy) > Xy+ et asen) 


b) F:(x;y) > n(x 2 sen y) 

d) F:(x;y) > 39—In(x*y) 

) Fu) > Vino +y) 

h) F:(x;y) > y tg x — arc tg As: JE 


yi 


Dominio de F, abierto y no conexo 
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g x+y? 
10) Derivadas parciales de a) F:(x,y,z) > (xy)? b) F:{(x,y,z) > x". 


11) Derivadas parciales de a) Fix,y,z) > X +y*+z*. 


1 


b) Fi y,z) > Tyryn 


c) F:(x,y,2) > x? — Zaz. 


. x. 


+x 
22 12) Hallar F? y Fl para F:{(x,,X,X,X,) > arc tg 2 
X1 x4 Lar a a 


1 
X47 X4 

13) Hallar los puntos correspondientes al teorema del valor medio para 
F:(x;y) > 2x2+5y? entre (3;1) y (3,01;1,03). 

14) Ídem para F:(x:y) > x-y para (a;b) = (1:2), h = 0,02, k = 0,03. 
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ll. Derivadas parciales sucesivas 


Pueden considerarse, a partir de una función inicial de dos o más variables, MH 
nuevas funciones definidas mediante las derivadas parciales primeras. Estas funcio- ¿dns 
nes pueden admitir, a su vez, nuevas derivadas parciales, definidas de la misma Y 


manera. 
Fe (uy) > Fy) 
Eloy) > Fluy) 
Ey: 0oy) > F buy) 
F;.b) —F;(a;b) S 
En aib) = lim ——————— si existe, es la derivada segunda de F respecto W 


xa x-a 
de x dos veces. 


sect Ex(ajy)-F;(a;b) 
Fy(a:D) = in 1e 


y-b 
de x y luego respecto de y, etcétera. 
Análogamente: 
F 0b) -Fy (a;b) F¡ (ayy) F;(a:b) 
iab) = y y Hiahia y y 
F/(a:b) lim k a F(ab) ii ES A 
dE eE 


También puede utilizarse la notación Fy = = —_——, etcétera. 


ax? aS ðyðx 


Obsérvese que en la última notación, atribuida a Leibniz, el orden de derivación fi 


se indica de derecha a izquierda, contrariamente a lo que sucede con Fy donde el 
orden es de izquierda a derecha. 


eE 


Análogamente F”! = 
gamente y axy 


luego F, respecto de x. 


Pueden definirse en forma similar Fo? Fiy Fr”, etcétera. 


EEH "E xyx 


Ejemplo 1 


Siendo F:(x;y) — x cos y + y cos x, hallar las derivadas parciales de orden dos. 


Previamente: 
F (<y) = cos y - y sen x F (xy) = cos x — x sen y 
Faby) =- ycosx, Fy (xy) = ~ sen y ~ sen x, 


Fry) =- senx—seny,  Fp(X;y) = — x cos y 
En este caso, V(x;y) es Fray) = Fu (xy). 
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si existe, es la derivada segunda de F respecto f 


indica que primero se deriva F respecto de y, y a. 


Ejemplo 2 
Fay) > 00% 
Fly) = y ty ev EY) = xX Inx-xeY 
Fuy) = y (10-09, 
Ebay) = y 0 Im eyed, 


ELY) = 07 +y07 in x-eY—yxev, 

niyy) = nx te. 
FOGY) Kinxxx e 
También resulta Foy) = Fey) en cualquier punto. 


Sin embargo, la igualdad de las derivadas mixtas F y Fx no se cumple ne- 
cesariamente si no se exigen ciertas condiciones. 


Consideremos la función definida en R?, así: 


YA y) + (0,0 
F:(x;y) > | x2 +y? TOOM 
o si (x;y) = (0;0) 


y calculemos sus derivadas mixtas en el origen. 


Primero buscamos F; en cualquier punto (x;y) + (0;0) utilizando las reglas de 
derivación. 


Es Fi osy) č Y RA AA si (x;y) + (0;0). 


(4 +y?) 
HONG hallamos F:(0y) y: FI(0:0) 
Como F1 (0;0) = lím A —Á, hallamos F (03y) y FAO, 
y>0 y V 
5 | F(x;0)-F(0;0) 
y Fano sim 2 = 0. 


F¿(0y) = — Ta -y (y +0) 


-y 
tOO) = lf Eat 1. 
Luego F//(0;0) m y (1) 


3 
A , IAEA YI Si Gey) # (0:0). 
Análogamente F, (y) = y si (x;y) + (0;0) 
y 
Fr(x:0)-F*(0;0) A 
Como F:¿(0:0) = im AU buscamos F;(x:0) y F,(0;0) 


6 bli Le 
F(x:0) = e =x(x+0) Fr(0:0) = tim, 
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i 
| 
i 
i 
j 
i 
ii 
i 
i 


HINA — K, X 
Luego Fyx(0:0) = tim Ixe 1 (2). 


De (1) y (2) Fi(0:0)=-1 a F: (0;0) = 1. 


i Las condiciones para la igualdád de las derivadas mixtas quedan fijadas por el 
siguiente teorema: 


Feorema-de-Schwarz 


Si FA= R (AGR?) tiene derivadas parciales F/.F/F:”, continuas en un entor- 
no del punto (a:b), interior al dominio, entonces existe laD) y es igual a F” {a;b) 
; aae 


$ Demostración 


Consideremos un punto (a+h;b+k), interior al entorno de la hipótesis, y defi- 
namos una función auxiliar g, de variable x, en el intervalo [a;za+h]: 


g(x) = F(x:b+k)-F(x:b). 
Por hipótesis g es derivable y se le puede aplicar, en el intervalo [a;a+h], el 


teorema del valor medio para funciones escalares. 
Resulta g(a+h)-g(a) = g'(a+t,h) h con 0<t,<1. 


Reemplazando g y g', es: 


F(a+hib+k)-F(a+h;b)-Fla:b+k)+F(ajb) = [F¡(a+t,h:b+k)-F:(a+t,h:b)] h 


Si dividimos por k #0 y buscamos lím , queda: 
k-0 


im [ Fla+h;b+k)-F(a+h:b) 


im F(a;b+k)-F(a;b) l 


k- 7 k 


F(a+t h;ib+k)-Fi(a+t,h;b) 


= Jím 
k= 0 k 
Lue z bi Fab) = Er > F . 
hipót et Fy(a+h;b)—F;(ab) = Fu (a+t,h;b) h, ya que estas derivadas existen por 


Si ahora dividimos por h + 0 y buscamos lím , obtenemos: 
h=>0 


Fra +hib)- Fa; 
iim EJ r o) F(ab) 


ho 0 


= lim a F¿(a+t,h:b). 
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Como F? es continua por hipótesis, el límite en el segundo miembro existe y 
es F (a;b). 


A = Ey (25D). 


Luego, lim 
h=0 


Pero el primer miembro es Fr, (a:b). 


ciales superiores, siempre que se verifique la continuidad de las derivadas corres- 


pondientes. Por ejemplo, para las derivadas terceras, resulta Fig = AS 
cétera. 


EJERCICIOS 


1) Calcular por definición las cuatro derivadas parciales segundas de: 
E:uy) > 2x+y? en (-1:2). 


2) Derivadas parciales segundas para F:(x;y) > xX G:(X;y;z) > 2430, 
3) Siendo F:(x:y) — arc tg (xy) hallar F(1;=1). 
4) Calcular por definición Ey 051) si F:uy) > eXxy+eYx. 


3yx?-2xy? 


y si (x;y) * (0,0) 


5) Calcular F/:(0:0) y F/¿(0:0) si F: (xy) > 
0 si (xy) = (050) 


lil. Derivada direccional ' 


Veremos ahora otro tipo de derivación, que incluye a la derivación parcial como 
casó particular. ba 

Consideremos un punto (a;b), interior al dominio de una función F de dos va- 
riables y un vector Y de componentes h y k: Y = hi+kj. - 

Sea « el ángulo que forma el semieje positivo x con el vector v. i 

Definimos como derivada de F en (a;b), en la dirección y el sentido dados 
por el vector Y (o por el ángulo a) al límite del siguiente cociente incremental: 

Fla+h;b+k)-F(a;b) 


e cuando el módulo del vector Y tiende a cero. 
Vht? 


o E (aib) = lim F(a+h;b+k}—F(a;b) 
' (a;b) = lí im 
sea la h20 vVh+k? 
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y4 


b+k 


xf 


Obsérvese que Vh?+k? — 0 implica que h y k tienden simultáneamente a 
cero. Sin embargo, no se trata de un límite doble pues k = hm, ya que la dirección 
y el sentido son fijos en el plano y m = tg æ si h + 0. Por lo tanto, las derivadas 
direccionales se calculan mediante límites simples. 


Ejemplo 1 


Utilizando la definición, calcular la derivada de F en (1;2) en la-dirección y sen- 
tido dados por un ángulo de 1350 si F:(x:y) > x?-2y. 


Fs, (152) = lim EU+h2+)-F0;2) 
EN 


Ak 0 VAER 


i (den? 2(2+K0-(3)__ im 


h2 k2 O Vnk Vh 0 


1 
kg! 
f 1359 


h?4+2h-2k 
Vnk 


Para la dirección y el sentido elegidos, es k = —h. 
Por lo tanto: 


Vh? > 0 e Y2hH=0 e 


hi —> 0 «> h>0. 
M4 4h h(h+4) 


Luego, Fs, (1:2) =lim _M+2h+2h im Sin 
ELA h>0 h>0 Inv2 ho jhh 


4 2p? 


Como h<0, es"|h| = —h. 
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Finalmente, F} (1:2) = lim 009) ___4___oyz 
a E E NR 
Ejemplo 2 
Calcular por definición F((1;1) si a = = y Fxxy) > 3x?-2y? 


ES (1:1) = iim F{(1+h;t+k)-F(1;1) b 
E HE 


Vhn?+k? > 0 


3(1+h)?-2(1+k)?-1 3h?+6h-4k-2k* 


y hak + 0 Vh?2+k? AE 0 Vh? +k? 
2r 
k 3 


k=-hV3 a h<0 ^ k>0 


3h?+6h-4(-hv3)-2-hv3)? en -3hê+6h+4hV3 


Fap (1:1) = lim o 


== Vh?+ 3h? tit 2ļh| 
= lím _M(-3h+6+4V/3)_ =-3 - 243. 
h=0 -2h 


Luego, F; (1,1) = -3 - 2V3. 
> 


Fórmula para el cálculo de la derivada direccional 


Para relacionar las derivadas direccionales en un punto, con las derivadas par- 
ciales en el mismo, utilizamos el teorema del valor medio, suponiendo que la función 
F tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto (a;b), interior al do- 
minio de F. 


F¿(a+c,h;b)h+Fy(a+h;b+c,k)k 


F’ (a;b) = lím a Oce, <i a 0<c,<1. 
alab) vhZakŽ— 0 Vhè +k? s 5 
h k 
' (a;b) = F' (a+c, hib) ———- + F'(a+hib+c,k) — ==> } 
Faa ml areh) Vh?+k? A 20) Vh?+k? 
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h k 5 ye ras do 3 
— = — = y) = —L— > F22) =-—. 
Pero A r Fiy) yy 22) 5 
Luego, F’ (a;b) = lim [kero h;b) cos a+F!(a+h;b+c,k) sen a 
90 Ea ht o i y 2 > sal nana TE, 
v5 v5 
Finalmente, F’ (a;b) = F; (a;b) cos æ + F (a:b) sen a: pues las derivadas parcia- 
les son continuas. gbos 1 i arana s aT aa YA E 
E Si œ = 0, la derivada en la dirección y sentido del semieje x positivo es la derivada j 2 V5 2 v5 2v5 0 


parcial F;(a;b). Análogamente, para a = > en la dirección y sentido del semieje 


y positivo, obtenemos la derivada parcial F,(a:b). Ejemplo 3 


Calcular la derivada en (2;5) para F:(x:y) > x?—5yx en la dirección y el sentido 
del vector Y = 3-3]. 
Ejemplo 1 
xy) = 2x 1(25) = = (xy) = -5x = F’(2;5) = ~10. 
Calcular F}, (1;1) si F:(xyy) > 3x?—2y?, aplicando la fórmula. F (xy) = 2xSy = F(2:5) = -21 a F 0y) x = F,(25) 


3 


r A) = POA) cos 24 Ea: sn 2 = (1) A) = -3- è 
Fay (151) = FUND cos EE Fyti sen =e( 2) a( 5) = -3-2/7 È 


Luego, E (1,1) = -3-2V/3, resultado ya obtenido en la página anterior, apli- 


3 
cando la definición. 


Ejemplo 2 


2 my2 
Derivada en (2;2) de F:(x:y) > £ x en la dirección hacia el punto (3;4). 
x+y 


Los cosenos directores del vector Y son: 


1 1 
COS a =—— ^ COS B = sena = ~ —. 


v2 v2 


le rl ES e Ne 
Fes) = 21 1o( F) 73 5 


Variación de la derivada direccional 


Recordemos la fórmula para derivada direccional en R?: 
Ea A 
xOy) = Tery 7 F! (a;b) = F:{a;b) cos «+F» (a;b) sen æ. 


108 109 


aT 


Conocido el punto (a;b) y calculadas las derivadas parciales de F en ese punto, 
la expresión anterior define una función con la única variable real a, es decir, una 
función escalar g, dada por 


g(a) = F; (a;b) cos a:+F;(a;b) sen a. 


Por ejemplo, si F:(x:y) > x-3y a (a;b) = (1;1), la función g está dada por 
gla) = 3 cos œ — 3sena pues F;(1,1) =3 a F(1:1) = 3. 
Calculemos algunos valores (aproximados) para esta función. 


. = A N ie k ES k 
Resulta: g(0) = 3, o(2) 1,10, o(Z) 1,10, (3) 3, 
BN ves Ex) (=) 3 
o( 7 ) 4,24, gir) = ~3, ol 4 Le 4,10, 


tir 
a(%2) = 4,10, 0. 


Entre los valores calculados para la derivada direccional de F en (1;1), en fun- 
ción del ángulo «, hemos encontrado un valor máximo y un valor mínimo. Queremos 
averiguar si, entre todos los valores existentes, hay un máximo absoluto y un míni- 


mo absoluto. 
Para ello, buscamos primero, si existen, los extremos locales de g, que es una 


función escalar derivable. 
Hallamos, previamente, los puntos críticos donde se anula su derivada primera 
9'(a) = —3 sen a — 3 cos œ 
9'(a) = 0 si tga = -1 


3r 


A y œ= Ar, son los puntos críticos buscados. 


Luego, a, = 4 


Para saber si corresponden a máximo o mínimo local, buscamos el signo de g”” 
en dichos puntos: 


9 (a) = -3 cos a+3 sen e 


a"( Sar )- -a(- yz), 3V2 o => (3 ) mínimo local 


4 2 2 
i 7a) o A 622) ES i 
g ( 4 3 +3 3 <0 g 4 máximo local 


Además puede verificarse que g (22) es mínimo absoluto y y (7) es má- 


ximo absoluto. 
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e 


Sy 


Sy 


Luego, la derivada direccional de F en (1,1) es máxima en la dirección y sentido 
dados por un ángulo de 3150, a partir del semieje positivo de abscisas. 
El valor de la máxima derivada direccional en (1;1) para F es, entonces 


A aaa Ta Ta _ ¿M2 (E)- 
o( ZE) = Fip (11) = Scos a 73a T3 5 = 32. 
Análogamente, el valor de la mínima derivada direccional en (1;1) es 


MEL (41) = 37 A 
(2) Fs, (1) 80051 - 3 sen -ŽE = -3VZ 


YY ($=) = -a 20 jo(z)=-3 7 
X PES 
A 
Ng / o 
NI 
ai -AÉ Ea 
gln) = -3 a Ia 9(0) = 3 
Pai x so 
3 SON 
/ 
PA N g(t) = 4,10 
a( E) =0 | a( 5) = 424 s 
n E 


Hemos verificado, entonces, que una vez dados F y (a;b), los valores de las de- 
rivadas varían según la dirección y el sentido del vector elegido. En R?, dicha va- 
riación depende exclusivamente del ángulo a. Para hallar los extremos utilizamos 
la condición necesaria para existencia de extremos locales en una función escalar 
derivable, calculando la derivada primera respecto de a y luego igualándola a cero 
para hallar los puntos críticos. 


Siendo g(a) = F (a;b) cos œ + F, (a;b) sena 
9'(a) = -F (a;b) sen œ + F (a;b) COS a 


9'(a) = 0 si —F;(a;b) sen a + F (ab) cos a = O. 


Oo ti E i i F' (a;b) + 0. 
sea tga = Fab) si Fi(a;b) + 0. 
s ( F,(a;b) \ ( F(a;b) ) 
ean a, = arc tg Fan) A a) = arc tg EEJ con a, = a t m 
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Si g"(a,)<0 entonces g(aæ,) es máximo local de g. 
Si 9"(x,)>0 entonces 9(«,) es mínimo local de g. 
(o bien g”(a,)>0 a g'(e)<0)... 


Puede verificarse, haciendo un gráfico de g en su dominio D = [0;27) que, 
además, son extremos absolutos. 


El método aplicado sólo puede utilizarse para funciones de dos variables, pues 
para tres variables no puede expresarse la derivada direccional como función de un 
solo ángulo. 


Presentamos ahora un método más general y más simple, que sirve en dos y en 
tres dimensiones. 


Derivada direccional como producto escalar 


Recordemos nuevamente la fórmula 
F¿(aib) = F! (a;b) cos a + F, (ab) sen a. 


Si consideramos un vector cualquiera Y en la dirección y sentido dados por el 
ángulo «e, œ es su primer ángulo director y, si llamamos B al segundo ángulo direc- 
tor, en cualquier cuadrante es sen a = cos £. 


Luego F;(a;b) = F;(a;b) cos œ + F¡(a:b) cos fg (1). 


En particular, para Y = cos æ ï + cos Bj, este vector tiene la misma dirección 
y sentido elegidos y su módulo es 1 pues |v4| = Y cosa + cos? B=1. 
Por lo tanto, la expresión (1) es el producto escalar de dos vectores, y resulta 


F¿ (ab) = [F;(a;b)i + Fi (a;b)]] + [cos æ 1 + cos £ j). 


El primer vector tiene por componentes las derivadas parciales y recibe el nom- 
bre de gradiente de F en (a;b). 


O sea, grad F(a;b) = F(abJi+Fy(a;b)j. 

Por lo tanto, si Y es un vector unitario, es F¿(a:b) = grad F(a;b) + Y, y la derivada 
direccional puede hallarse, en todos los casos, como el producto escalar del vector 
gradiente en el punto por un versor en la dirección y sentido elegidos. 


112 


Ejemplo 1 


V3; 


N Mo 
Calcular Fi(-3;1) si F:(x;y) => 3x?y-y?x, Y = CEA 


F(-3:1) = -19 a F(-3;1) = 36 = grad F(-3;1) = -19+36Í. 


E a, 
Verificamos que |ù] = G + =>) =1 


a (1, v3; 
Luego, Fi(3:1) = (191+a6) (41 - X33) 


FN(-3,1) =- -> - 18V5. 
Ejemplo 2 


: de pE A 
Calcular F;(2;-2) si Fixy) >y- y Y = 31 


Fis 
Fr(2;-2) -2 a F;(2;-2) = 1 = grad F(2;-2) ==. 


Como el vector dado no es unitario, lo dividimos por su módulo, para obtener 
un versor en la misma dirección y sentido 


v= j 
Jo vo 
i - (215) (5-2) 
Luego, Fuf2:-2) = (1+3) ( a 
17/10 
A 


Ejemplo 3 


Aplicando producto escalar, hallar F z (1,1) si Fixy) > 3x?y- 2y 


, 
S 


6 ii 
F1i=1) =-9 a Fi(1i-1) =1 = grad F(1;1) = -9+] 


Buscamos un vector unitario en la dirección y sentido dados por el ángulo 
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V3 Raut YB i; 
= m —— + =— > = m —— + —; 
COS el 3 A sena = cos 3 v 7 Hi 
3+1 
Pa, 0) € 
Sr 2 
6 


Obsérvese nuevamente que, para poder calcular la derivada direccional median- 
te un producto escalar, el vector en la dirección y sentido elegidos debe ser unitario. 


Recordemos ahora la propiedad geométrica del producto escalar: 
xy = pl cos o, 
donde w es el ángulo comprendido entre los vectores X e Y. 


Resulta F¡(a;b) = |grad F(a;b)| [Y] cos w, donde w es el ángulo que forma el 
vector gradiente con el versor Y. 

Como [v| = 1, queda: F;(a;b) = grad F(a;b)| cos œ. 

En esta última expresión observamos que el valor de la derivada direccional 
depende del ángulo que forma el versor con el gradiente. 

Si w = 0, entonces cos w = 1 y el producto indicado alcanza su valor máxi- 
mo. Es decir, la derivada direccional es máxima en la dirección y sentido del vector 
gradiente. Además, el valor de la máxima derivada direccional en un punto es el 
módulo del vector gradiente en dicho punto. 

La mínima derivada direccional se obtiene para cos w = —1, es decir, para 
w = 7, Corresponde a la dirección del gradiente y al sentido opuesto. Su valor es 
el número opuesto al módulo del gradiente. 

Por otra parte, la derivada direccional es nula en la dirección perpendicular a 


la del gradiente, pues cos w = 0 para w = 3 o bien w = 2 
yA \ 
\ 
jma 5 
\ aer A 
Ve == 
a;b) A 3 
EAS 
mana —— AS 
-ET W 
pan i Ena 
e a A X 


Si analizamos nuevamente el ejercicio resuelto en la pág. 111, obtenemos: 
grad F(1:1) = 3i-3j. Luego, |[31-3]| = V18 = 3V2 


es la derivada direccional máxima. El número opuesto -3V2 es la derivada mínima. 
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Aplicación 
Calcular derivada direccional máxima y mínima en (-2;3) 
para F: (xy) > x3-3xy? 
F (28) = -15 a Fy(-2:3) = 36 => grad F(-2:3) = —151+-36j 
|-15H+-36]] = VT52T = 39. 


Luego, la derivada máxima es 39 y la mínima --39, 


Derivada según una curva orientada 


En problemas de aplicación, por ejemplo en física, interesa a veces la variación 
de los valores de una función a lo largo de una curva plana orientada. Para ello, se 
define como derivada de una función en un punto, según una curva orientada que 
pasa por el mismo, a la derivada en la dirección y sentido del versor tangente. a la 
misma en dicho punto. (Ver pág. 305.) 


Derivada direccional en IR? 


Para una función F de tres variables y un versor en el espacio, podemos defi- 
nir derivada en la dirección y sentido dados por dicho versor en un punto (a;b;c) in- 
terior al dominio, donde F admite derivadas parciales continuas. 

Por un camino totalmente análogo al aplicado en R?, se demuestra que: 


F;(asbjc) = Fi(a;b;c) cos œ + F,(a:b;c) cos 8 + F;(a;b;c) cos y 
siendo Y = cos æ ï + cos Bj + cos y k. 


También, Fi(a;b;c) = grad F(a;b;c) « V, y subsisten las propiedades demostra- 
das en R?. 


Ejemplo 
Fxpuyiz) > xPy-x2 +y?z 


a) calcular F!(1,2;—1) si v = 3i-4j+8k 
b) hallar la derivada direccional máxima y mínima en dicho punto 


115 


a) PA 
E) = 5 a Fi(1:2;=1) = =3 a Fi(1;2;-1) = 1 => grad F(1:2;-1) = Si-3jek 


y 2, V2. 
[Y] = v50 =5V2 = ý = LL = AEE 


CE 


E [> 
Fs(1:2:-1) = -5 V2 


t 
b) [grad F(1;2;-1)[=W35. 
Derivada direccional máxima: V35. 
Derivada direccional mínima: 135. 


_ EJERCICIOS 


A 5 po 
1) Calcular por definición F:(3;-1) si a = E A Edy) > x+3y?. 
2) Calcular por definición F/(3;-2) si a: = ra a Exuy) > xy+3y?. 

r 3 Ta D 
3) Calcular por definición F’ (—1;4) si a = S A Fixy) > X?—2x+y. 


A 27 a i 
4) Calcular a) F((-2;-1) si a = AA Fy) > =y7 — in(xy). 
b) Fi(8-1) si Y = 2-3] a Fixuy) — Sy xy. 


5) Calcular F¿(3;4) si Y está dado en la dirección y sentido de (3;4) hacia (-2;1) a 
2 
a Fixy) > xy+L 4, 
6) F:(x;y) > x?-3xy. Observar la variación de F; (2;— 1) para los siguientes valores 
E n n n 3n Sn 5n tir , 
eg aa 6 
Hallar la derivada máxima y la mínima. 


sii 


i O 7 
7) idem para F:(xiy) > x?-3y? en (2,1) a: q 274 
8) Derivada máxima y mínima en (0;1) para F:{x;y) > e*y. 

9) Derivada direccional mínima en (1;1) para ,F:(x;y} > x°—3y. 
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10) Sea F: (x;y) > WI-x2=y2 Hallar: a) derivada en (1;-1) hacia (4;-3), 
b) derivada máxima y mínima en (1; 1). 


` 11) Derivada direccional máxima por dos métodos para F:{(x;y) > x?-3y? en (3;1). 


12) ¿En qué dirección es nula E 1-1) para Fi(xiy) > xy x? 


13) Derivada direccional mínima en (10) para F:(x;y) => 2x2 + 


2 
y T Calcularla 
por dos métodos. 


x+y 


Vy 


14) Ídem para la derivada máxima en (3,4) si F:{(x;y) > 


15) Derivada direccional máxima y mínima en (1,1) si F:(y) > 2-+In(7x)- En, 

16) Siendo F:(x;y;z) > x*+y%-2x22+23, hallar FX(1:2;-2) si Y = 41+2--3k. 
xy _, A : 

17) F:{(x;y;z) ás ZN Calcular la derivada en (0;1;-3) hacia (5;-2;4). 


18) Hallar la derivada en la dirección que forma ángulos iguales con los tres ejes 
coordenados para F:(x;y;z) > xyz en (1,2:3). 


IV. Función diferenciable 


Al considerar funciones escalares o de una variable real, se demuestra que si 

una función tiene derivada finita en un punto, entonces es continua en dicho punto. 

sea que, en una variable, derivabilidad implica continuidad, aunque el recíproco 
es falso. 


En dos o más variables, el concepto de derivada parcial es mucho más débil. 


La existencia de derivadas parciales finitas en un punto no asegura la continuidad 
en dicho punto, como tampoco la asegura la existencia de derivada en cualquier di- 
rección y sentido. 
a aha 


Ejemplo 1 
Consideremos la función definida por la regla siguiente: 


3xy 


Ey? si (xy) + (0;0) 


Ey) > 
0 si (x;y) = (0;0) 
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F está definida en el origen pero no tiene límite doble en el mismo. Por lo tanto, 
presenta una discontinuidad esencial en el origen. 
Sin embargo, F admite derivadas parciales en (0;0). 


En efecto, 


HO-O) = K F(x;0)-F(0;0) 0% i F(0;y)—F(0;0) 
F, (0;0) = lim e A 0a F;(0;0) = MA =0. 
Ejemplo 2 
2 
A si (x;y) + (0;0) 
Elegimos ahora F: (x;y) > x+ 
O si (xy) = (0;0) 
F(x:0)-F(0; AN Flo: 
F:(0;0) = lím _E(x;0)—F(0;0) = 0 a F(0;0) = lím FO) -F(0:0)_ =0. 
x= 0 Xx y y=0 y 
Si buscamos derivadas direccionales en el origen, es: 
É . F(O+h;0+k) — F(0;0) 
F(0;0) = lí pa A a A ae ka 
id h+k + 0 Vh?+k? mahi (0.0): 
Queda, 
F’ (0:0) = lím Smi h = iim Shmi ; 
h=0 (mr)  h=o (1+mêhê?)hvi +m? 


Este límite existe para cualquier dirección y sentido, pues: 


A 2 -3m? 
si h > 0 entonces F:(0;0) = -A A sih<0 entonces F’ (0;0) = E 
+m 1+m 


(h>0 => 0<a<E y HL <a<2m) a (h<0 => For <ac 2) 


/ 
da oo —> 2:0 (t) => Fo, z0 A Eo, 20 


Luego, F tiene derivada en cualquier dirección y sentido, y sin embargo, no es 
continua en (0;0) pues no tiene límite doble en el punto (pág. 83). 


Obsérvese que en este ejemplo no es posible hallar F, mediante la fórmula 


F;(0;0) cos æ + F,(0:0) sena pues F, y F, no son continuas en el origen. 


118 


A 
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Por otra parte, es lógico esperar, pensando en forma intuitiva, que el concepto 
de derivada parcial e incluso el de derivada en cualquier dirección, sea menos fuer- 
te que el de derivada en una variable que es una derivada “total”. Sucede algo si- 
milar cuando se compara límite doble en un punto, con límite simple. 

Por ello, se busca, para campos escalares, un concepto más fuerte que el de 


derivada direccional, que asegure la continuidad y sea equivalente a una derivación 
“total”. Ese concepto es el de función diferenciable. 


Definición 

Sea F una función de dos variables y (a;b) un punto interior a su dominio. F es 
diferenciable en (a;b), respecto de los números reales h y k, si existen dos números 
reales A y B tales que: 


F(a+h:b+k) — Fía;b) = Ah+Bk+G(hik)Vh?+k ^ tm, ds Gíhik) = 0. ¿hy s) 


a 


Obsérvese que h y k son dos números reales cualesquiera, con la única con- 
dición de que el punto (a+h;b+k) pertenezca al entorno de (a;b) en que la función 


está definida, por ser (ab) interior al dominio. 
Es decir, que F es función de las dos variables x € y, y además existen otras dos 


variables independientes h y k. 


Para comprender mejor esta definición recordaremos diferencial para función de 


una variable, 
Si f es función escalar, derivable en a, por propiedad del límite finito, es 


= tía) |- o. 


fía+h) — f(a) — f(a) h 


Si hacemos g(h) = h 


es iim a) = 0 o sea, g es infinitésimo en 0. 
Por lo tanto, f(a+h) — f(a) =1'(a) h + gih) ha lim Am = 0. 


La definición dada para función diferenciable en dos variables generaliza esta 
última expresión, pues probaremos que los números A y B son las derivadas par- 


ciales en (a;b). 


Teorema 1 
Si F es diferenciable en {a;b), interior a su dominio, entonces F tiene derivadas 
parciales en (a;b). 
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Demostración 
Por definición existen números A y B, tales que: 
F(a+h;b+k) — F(a;b) = Ah+Bk+G(hi)Wh?+k? a lim G{h;k) = 0. 
{h,k} > {0.0} 


Probaremos que A = F(ab) a B = F (a;b). 
Si consideramos k = 0 y dividimos por h + 0, resulta: 


F(a+h;b) — F(ab) _ , 
e enr A + G{h;0) hri 


Buscamos límite para h — 0: 


lim F(a+h;b) — F(a;b) 


TN anoa 
Mho h =A+ n, [Stop], 


Por la definición de función diferenciable, G es infinitésimo si h y k tienden si- 


A h 
multáneamente a cero. Además H es una función acotada. 


jhi 


Luego, im [ano] =0 y queda F;(a;b) = A. 


Análogamente se demuestra que F(ab) =B. 
Entonces, para F diferenciable: 


(1) F(a+h:b+k)-F(ajb) = F; (a;b)h+ Fi (a;b)k+G(h;k) PERE ^ lim  G(hik)=0. 
i 


(hik) — (0:0) 


Aplicación 


Utilizando la definición probar que F:(x;y) > x?+2xy es diferenciable en cual- 
quier punto (a;b)eR?. 


(Fixy) = 2x+2y => F: (a;b) = 2a+2b) a (Fy) =2x = Fi(a:b) = 2a). 
Reemplazando valores en la fórmula (1) anterior, queda: 
F(a+h;b+k)-Fla;b) = (2a+2b)h+2ak+G(hik)Wh*?+ké. 


Debemos probar que im Gíhik) = 0. 


hik) — (0:0) 
Reemplazando los valores del primer miembro, queda: 
(a+h)?+2(a+h)(b+k)-(a?+2ab) = 2ah+2bh+2ak+G(hik)Vh?+k, 
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ii 
ll: 
E hi 
i i 


Cancelando convenientemente: h?+2hk = G{h;k)Vh?+k?. 


2 
[Gíhik)| = e para VI + 0. 
+ 


Vh?+k 


Por la propiedad triangular: 


PS A AA A = == -— hi A 
G(h:k)|=ihi + 2Ik] Ñ 
mides N e 
Como A es [G(h;k)[<|h|+2|k]. 
Vh?+k? 
Luego, lim G(hik) = 0 y queda probado que F es diferenciable en R?. 


(hik) — (0:0) 


Diferencial total 


Es común llamar AF o Az a la diferencia F(a+h;b+k)-F(a;b). Además, se de- 
fine como “diferencial total” de F en (a;b), respecto de h y k, a la suma de los dos 
primeros términos del segundo miembro, o sea, la parte lineal del incremento. 


dF ((a;b),(h;k)) = F;(a:b)h+F;(a;b)k. 


En notación vectorial, el diferencial total puede definirse como el producto es- 
calar del vector gradiente por el vector de componentes h y k. 


O sea, dF((a;b),(h;k)) = (F;(a;bji+ F; (a;b)j) + (hi+ KÌ). 


igual que en una variable, es usual llamar Ax al número h y llamar Ay al núme- 
rok. i 
También puede demostrarse que Ax = dx y Ay = dy. 


En efecto, para F(x;y) =x, F es diferenciable siendo dx = 1Ax+0Ay. 


O sea, Ax = dx. 
Análogamente, para F(x;y) = y se demuestra que Ay = dy. 
Obtenemos, entonces, la siguiente expresión para el diferencial total: 


dF(a;b) = F(a:b)dx+F;(a:b)dy. 


La notación usual para el cálculo del diferencial totai de una función en un punto 
cualquiera es: 


dz = z’ dx+z, dy 


IZ gx + E 
x 


o bien, dz = 
ay 


dy. 
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Al admitir esta notación, debe tenerse claro que dx y dy son dos valores arbi- 
trarios, independientes ambos de las respectivas variables x e y. Además, se en- 
tiende que el diferencial de la función dada por la expresión z = F(x;y) se calcula 
en un punto cualquiera (x;y), las derivadas parciales se calculan en el mismo punto 
Loy) y la fórmula tiene sentido solamente si la función es diferenciable. 

El diferencial de una función en un punto da una aproximación conveniente para 
el incremento de la función al pasar del punto (a;b) al punto (a+h;b+k). 

Al definir plano tangente a una superficie, veremos la interpretación geométrica 
del diferencial total. 


Aplicación 


Fxpuy) > 3xy-x? Hallar Az y dz en el punto (1;2) respecto de los valores 
dx = 0,01 dy = 0,02. 


Az: F(1,01;2,02)-F(1;2) = 5,1005-5 = 0,1005 


dz: dF(1;2) = E(1:2)0x+F;(1,2)dy 
dF(1;2) = 4. 0,01+3 . 0,02 = 0,1000 
Teorema 2 


(a;b). 
Para demostrarlo, debemos probar: lin: i py) = F(a;b). 
(y) > (a 


Haciendo h =x-a, k = y-b, en la expresión de una función diferenciable, ob- 
tenemos: 


F(xiy)-F(a;b) = bana (x—a)?+(y-b)? 


siendo lim eos ayb) = 
(xy) > (a;b) E 


Además, como |x-—aj=V(x-a)?+(y-b)?, resulta: 


Ve>035 = e tal que O<vV(x-a)*+(y-b)?<3 > |x-a|<e. 


Por lo tanto, lim (x-a) = 0. 
(xy) — (a;b) 
Análogamente, es lím (y—b) = 

ey) > (ab) 


Luego, im " y Fbcy)=Fla:b)] = 0, y el teorema queda probado. 
xiy) — (a 
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Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F es continua en 


q 


Teorema 3 


Si F es diferenciable en (a;b), interior a su dominio, entonces F tiene derivada 
en cualquier dirección y sentido, en dicho punto. 


Demostración 


Consideramos, en el plano, el vector (h;k), que forma un ángulo a con el semieje 
positivo de abscisas. 
Por ser F diferenciable sabemos que: 


F(a+h;b+k)-—F(a;b) = F¿(ajb)h+F;(a;b)k+G(h;k)V ek A 


A lim Gíhik) = 
{hik) — (0,0) 


Dividiendo por Vh?+k? + 0, es 


F(a+h;b+k)-F(a;b) h k 
A E F (ab) + F'(ajb + G(h;k). 
Miara Kab) vre  ” ) vVnê tk 


F{a+h;b+k)—F(a;b) 


VEE 


Si calculamos el límite para Vh?+k?—> 0, resulta: 


O bien, = Fl (a;b) cos œ + F (a:b) sena + G(h;k). 


F’ (a;b) = F;(a;b) cos a: + F;(a;b) sen a. 
Luego, Va:3F;(a;b) y se ha vuelto a obtener la fórmula ya conocida por apli- 
cación del teorema del valor medio. 


Sabemos ahora que una función diferenciable es continua y admite derivada en. 
cualquier direcció entído. Las propiedades recíprocas son falsas. Es decir, una 


función puede tener derivada en cualquier dirección y sentido y no ser diferenciable, 
ni siquiera continua (ver pág. 118). 

Buscamos, entonces, una condición más fuerte que la existencia de derivadas 
parciales o direccionales, que asegure la diferenciabilidad en el punto. Esta con- 
dición consiste en exigir que la función tenga derivadas parciales continuas en un 
entorno del punto elegido. 


Teorema 4 


Si £ tiene derivadas parciales continuas en un entorno del punto (a;l :b), interior 
al dominio, entonces F es diferenciable en (a;b). 
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Demostración 
Por el teorema del valor medio (pág. 97): 
F(a+hyb+k)-F(a;b) = F¿(a+t,h:b)h+F;(a+h;b+t,1)k nO0<t,<1A 0<t,<1, 


Como F; y FE son continuas en el entorno considerado, es 


F:(a+t,h;b) = F;(a:b)+M(h; í k) = 
„(att h;b) = Fi(asb)+ A MD) 0 m 


pues toda función continua es igual a su límite más un infinitésimo en el punto 
(pág. 73). 


Luego, F(a+h;b+k)-F(a;b)=F;(a;b)h+ F (a;b)k+M(h;k)h +N(h;k)k. 


Para Vh?+k? 0, es: 


? as nE igu Mn) 
F(a+h;b+k)-F(azb) = F(a;b)h+F;(a;b)k+ (ARA VEFK. 
M(h;k)h+N(h;k}k 
Por lo tanto, G(h;k} s e y debemos probar que 
G(h;k) = 0. 


lím 
(nik) — (0;0) 


Ahora bien, hjesvh?+k? a jksvh?+k? => 


i SIA e <1 
| = st a| A <t (2) 
Sabemos quelin Gh) = ÍM o [meno Iva +N(hik) na | 
Pero, im, oo [vino 7] = 0 por tratarse del producto de un infi- 


nitésimo por una función acotada, según (1) y (2). 


Análogamente, lím = 
thk) 


k 
Níh;k) —==== |= 
PA! (tk) hetk? | pl 


Luego, lim, gee = 0 yF es diferenciable en (a;b). 


> (0; 
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SS 
S 
X 
5S El recíproco de este teòrema es falso, pues existen funciones diferenciables cu- 
yas derivadas parciales no son continuas, 
'or ejemplo, 


s i (2 +y?) sen ( 3 > z ) si (x;y) + (0;0) 


F: {xy} > 


O si (y) + (070) 


Puede probarse que F es diferenciable en (0;0), pero sus derivadas parciales 
son discontinuas en (0;0). 


EY  Generalización 


La definición de diferencial total y la de función diferenciable pueden extenderse 
a cualquier dimensión. 


nie Si F:D — R (DCR?) es diferenciable, entonces su diferencial total en {a;b;c), 
interior al dominio, es: 


dF(a¡b;c) = F,(a;b;c)dx +F, (a;b;c)dy +F; (a;b;c)dz 


Análogamente, para una función de n variables: x pXgraX y es 

O dF(a,;az;..¡8,) = Fr, (aj:az;-¡8pJox, +F; (a1:8y5-¡ap)dx, +... HF, (a, ¡Agi-8,J0X, 
des n 
Ti O sea, dF(a,;a,;...:a,) = DE (a,;a,;..:9,JdX. 


d=1 


Diferenciales sucesivos 


Si ta función F:D--> R con DCR?, tiene derivadas parciales continuas de or- 
den superior, considerando h y k constantes, puede obtenerse el diferencial ségun- 
do de la siguiente manera: 


¿DD D 4 


dle xo ð Elx y 
á d?F(xy) = d(dF(xy)) = -p FOF yk)n t (Ebay) + E bay 
y FOoy) = [Fuh +F yk] E yh yk. 
Como las derivadas parciales son continuas, queda: 
dêF(x;y) = Fix y)h?+2F z (xy) hk +F (xy)k?. 
Este diferencial segundo puede anotarse simbólicamente: 
SEN = d NA y á 
A (hit) Foy), 
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, expresión que se interpreta asf: se desarrolla el paréntesis según la fórmula del cua- 
k drado de un binomio y luego se considera que el exponente, aplicado a una deri- 
3 vada, indica el orden de la derivación. Las derivadas se calculan para la función F 
en el punto (x;y). i 


y ð d NB a i fe NA 2 a 
S O sea, (n 3x +k >) F(x;y) (1 pad axy +k e Flxy) = 
y 
p Ple Pte 2Elx 
on POS py: FEOS q PEO) 
> ax? axðy ay? 


= PE OGy)+2hkF y) HPF (xy). 


) Si consideramos el operador vectorial* nabla: Y = (22), 
əx ay 


el binomio (hat) puede escribirse como el producto escalar 
9,00 
sk) + (——:— } = (hik). V. 
(hio (2 a (tx) + Y 
) Luego, €?F = ((h;k)> V)E(xy). 
3 Haciendo h = dx, k = dy, suele indicarse: 
2 25 = Er? 2 + Y) 2 
4 deF = E (ax) +2F ¿dx dy +F (dy) pl 
De la misma forma se demuestra que: 
BE a Err 3 77 in 2p E TELA ôo 
) d’F = Fr (dx) +3F (dx) dy +3F dx(dy) +F (dy)? =(ax E +dy >) F. 
Análogamente, por inducción, "resulta: 


Él a YO 
A "F. 
F dx FR +dy ay 


La fórmula del diferencial primero es igualmente válida cuando x e y no son va- 
fiables independientes. No pasa lo mismo con los diferenciales de orden superior. 


* En general, un operador es solamente un símbolo para indicar que deben efectuarse ciertas opera- 
) ciones. El operador vectorial Y indica que debe derivarse. Por ejemplo, aplicado a la función F en el punto 
{a;b} da como resultado el vector gradiente en dicho punto. 


O sea: V(ajo) = LLL rap) = (Fita:b):Fi(a1b)) = grad Fla;b). 
ôx ay y 
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"EJERCICIOS 


1) Probar que F es diferenciable en (211) si Fixy) > 5xy-Y. 
2) Probar que F es diferenciable en (ab)eR? si F:(x;y) > y. 
3) Ídem para F:xy) > 3x*y+x-y. 


4) Haltar diferencial total para cada una de las siguientes funciones: 


x-y 
x a pta A 
F:0;y) > + + $ G:(y) > arc tg E 


' y 
Hy) > y tg x -PY M:0;y) > x= arc tg 


5) Hallar dz si z = sen (5x?-1) + ny” 


6) Hallar dF(2;-1) si F:bay) > x y-2?y? +y’. 


PEE a 
7) Hallar dz en (3;4) si z -y . 


8) Calcular Az y dz siendo z = F(x;y) con F(xiy) = y +2xy"+3 en (-1;1) para 
dx = dy = 107?, 
9) idem para Ftuy) = *y-52 en (1;-2), Ax = 10-8, Ay = 10-2. 


10) Ídem para F(xy) = *y-3y? en (2-1), Ax = 1072, Ay = 107°. 
11) Hallar d?F en (1;2) si Fray) > yy. 
12) Hallar dz si z =(8x?-y?P. 


13) Hallar diz si z = yh?+4y%x. 


Y. Plano tangente y recta normal a una superficie 


Recordemos, en primer lugar, que el gráfico de una función F de dos variables 
es el conjunto {{(x;y;z)/z = F(xy)), que determina una superficie en re uo 

Si P, = (XgiYpizp) es un punto que pertenece a dicha superficie y F tiene er 
vadas parciales continuas en (Yo), queremos definir plano tangente a la superficie 
en P, Para ello, nos apoyamos en la idea geométrica de que el plano tangente a 
una superficie en un punto de la misma, es el lugar geométrico de las rectas tangen- 
tes a todas las curvas que pasan por el punto y están en la superlicie. 
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Sabemos que F tiene derivadas parciales en (XoYo)- Por lo tanto, Fr(x,:y,) es 
la pendiente de la recta tangente en P, a la curva intersección de la superficie con el 
plano de ecuación y = Y, Y lo mismo sucede para F'(x.:y ) en el plano x =x 
(pág. 94). Koren i 

Llamaremos plano tangente al determinado por esas dos rectas. 

Para encontrar su ecuación, podemos considerar, en primer lugar, el vector 


Y,= ( OF (xY) Dicho vector tiene ta dirección de la recta tangente mencionada, 


en el plano y = y. 


Análogamente, v= (OLEY) tiene la dirección de la recta tangente, en 
el plano de ecuación x = x,. 

Por lo tanto, la ecuación del plano tangente puede obtenerse como la de un pla- 
no que pasa por Pi y es paralelo a los vectores Y, y Y,, no paralelos. 

Su ecuación es (pág. 42): Ce 


X=Xo Y-Yo 2,—F(XgiYo) 
1 0 EXP) =0 
0 1 Fo Yo) 


D bien, zim F oiya) = EY OK) +F XoY Yo)- 
(En esta ecuación z, = T(x;y) es la altura para un punto ubicado en el plano 
tangente.) 


Observación 


La ecuación del plano tangente puede obtenerse también sin recurrir a las ex- 
presiones vectoriales que hemos usado. 


Para ello, recordemos que la ecuación de un plano al que pertenece el punto 
Po = (Xo:Yp:Zo) es del tipo: 
(XX) +b(y—y o) +c(2-2,) =0, 
Si c#0 es: 2=2,=- xx) ~- yy. 
O sea z-z, = A(x—x,)+B(y-y). 
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-————Entonces, la-ecuación-del plano-tangente-a-la-superficie-dada-porz = F(x;y) 


Si se trata del plano tangente buscamos el valor de las constantes A y B. 
La recta intersección del plano tangente con el plano de ecuación y = y, tiene 
z,-2 
100 xo 

Ez ES Ego): 

Luego, para y = y, eS Z,-2,¿= ELOY Ap) y, por lo tanto, resulta: 
A = Fx Yo): 

Análogamente, para x = x, se obtiene B = Eo Yo): 


ecuación 


en el punto (XpYpiZp) es 
2,72 = Fo XX) tF XYY- Yo) 


$ Ahora bien, así como se dio una interpretación geométrica a cada derivada 
parcial, también puede darse una interpretación similar para derivada direccional. 

Para ello, consideremos un plano perpendicular al plano xy, cuya traza, orien- 
tada positivamente, forme un ángulo « con el semieje positivo de abscisas y cuya 
intersección con la superficie es la curva C. 


Definimos como recta tangente a la curva C en el punto P, a la recta, incluida 
en dicho plano, cuya pendiente es F? (x4:Yo)- 

Demostraremos que esta recta está incluida en el plano tangente a la superficie 
en Po = (Yo): 

Para ello, observemos en primer lugar, que el vector: 


y, = (cos a; sen a; F¿(Xy:Yp)). 


con origen en P,, está incluido en la recta tangente a la curva Cen Po 

En efecto, Y = (cos a; sen a) es un vector unitario. Si lo pensamos con origen 
en P, y punto final Q, la pendiente de la recta tangente mencionada es la distancia 
vertical entre el punto Q y dicha recta, o sea, F.(X.:Yo)- 
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Luego, en un entorno del punto (X Yọ), si se aproxima el incremento de la fun- 
ción mediante el diferencial, se considera la altura hasta el plano tangente, en lugar 
de hacerlo hasta la superficie. 


) Necesitamos probar, enton v v v 
p $ ces, que el vector Y, es coplanar con V, y Y, que 


y determinaron dicho plano. di DY 
Ello se verífica si el producto mixto Y, *(V, nv,) = D (pág. 42). x ze, 
) ai 
Cos & sen a F y.) siä: > La interpretación geométrica es análoga a la vista para funciones de una varia- 
l a i ao Yo Para) ble, donde el diferencial indica el incremento hasta la recta tangente en lugar de 
) Y, (1) Av) >| 1 0 EY) |= Ne hacerlo hasta la curva. 
í 0 1 Fix iye) z a iic Por definición de función diferenciable, la diferencia Az—dz es infinitésimo para 
) i pae Y) Y: 
, = Fe (Xo:Y0) — Fi(XoiYo) COS ex ~- FYXp:Y_) sen a. E 
i i . ~ NH Aplicación 
y Como las derivadas parciales son continuas, queda: i ii 


Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie dada por 


Y, (0, AV) = FOYO) — FsIXyivo) = 0. 


j B F:0cy) > 3x?-2xy en (-2;3;F(-23)) 


Por lo tanto, el plano tangente, de ecuación Fiy) = 6x-2y = F;(-253) = -18 


T eg 
4 


y Cia ara Ei PAR TE OY 
l TOY) -F CoV) = FOY ox) + ESOO YY Y 0) j Fy) = -2x => F23) = 4 
) al a todas las rectas tangentes en P, a las curvas de la superficie que pasan de ol D 
Por dicho punto. > X Además, F(—2;3) = 24. 
x Luego, la ecuación del plano tangente en (-2:3,24), es 
Interpretación geométrica del diferencial total A 18(x+2})}+4({y-3) 
F 7,-24 = -18(x+2)+4(y-3). 
1 


) Recordemos la definición de diferencial total para un campo escalar de dos va- 


fiables en el punto (X,;y,) respecto de los incrementos Ax = x-x,, Ay = yy, a Osea 18x-4y+z, = —24. 


) IE Y o) = FY AE F YAY). 


i ý ó Recta normal 
) Vemos que su expresión coincide con el segundo miembro de la ecuación ha- 


Si la superficie correspondiente a la función F admite plano tangente en Py en- 


a llada para el plano tangente a la superfici Yo: 3 B 
4 Es decir, result gk ; pe T En oYozo) E YN tonces definimos como recta normal a la superficie en P,, a la recta perpendicular 
) > resulta dFlxaiy) = Toy) = Flsyo). ETRS al plano tangente en dicho punto. 
E 
i El D 131 


Podemos escribir de la siguiente manera la ecuación del plano tangente: 
ES YX) HE XoY MY —Y 0) + (1) (Ty) —F(xg:Y0)) = O, 
expresión que corresponde al producto escalar: 
(Esto Yo): Filgi Yo): =1) + (Xy; Y Yo; Tlxy)—F(xp:Y0)) = 0. 


Pero si el producto escalar de dos vectores es nulo, ambos vectores tienen di- 
recciones perpendiculares entre sí. Ahora bien, el vector 


Y = (xo: YY: Tx) FX) 
es un vector cualquiera incluido en el plano tangente. Por lo tanto, ei vector 
(Esto); FJ vo); =t) 
es perpendicular a dicho plano y su dirección es la de la recta normal a la superficie 
en Po 
0 


(Y -yoi TyF Xy) 


Recordemos que la ecuación de una recta en el espacio, que pasa por el punto 
(o:Yo; F(xoiYo)) es de la forma: 


donde a y 2, Y a, son números no nulos tales que la recta es paralela al vector 
(a,:2,;94). 
Luego, la ecuación de la recta normai en P paralela al vector 
(FL(0:Y0); Fs(Xo: Y); 1), es: 
XX 
Eo Yo) 


Y-Yo Fo) 
F KoYo) -1 


si ambas derivadas parciales no se anulan en {Xa Yo} 
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3 


S 
Bl ny 
Es A 
Y 
iy S 

E a 

o S 
E 
wS 


Aplicación 


Hallar la ecuación de la recta normal a la superficie determinada por F:{(x;y) > 


y 


drá 3x2y3 en el punto (1;-2;22). 


Verificamos primero si el punto pertenece a la superficie, o sea F(1;-2) = 22. 


= +2 
Luego, n: Xoi Y 


50 -35 


EJERCICIOS 


-1 


1) Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en (3;-1;-33) a la superficie 


determinada por 


F:(x;y) > x*y-2y?x. 


2) Ídem para F:(xiy) > 2-3x?y+y? en (1;-2F(1;-2)). 


3) Ídem para F:(x;y) > excosy en (07151). 


4) Ídem para F:(x:y) > x9-3x?y+y?x en (-1:2;-11). 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 4 

Sección 1 

1) Fi(0:0) =0  F»(0;0) = 0 

3) F-1:2)=-4  Fi-2-3)= 
5) F(0:0)=1 — Fi(0:0) =1 

7) F(0;0) =3  Fi(0;0) =0 


9) a) Fibxuy) = [sen (-3y?x)1(8y?-3x) 


2) F(9:-2) = -2 


4 4) F;(0;0) = 0 F (0:0) no existe 
6) no existe 

, et 
8) F(-3;1) = 37 


Fo (uy) = 6xy sen (é-3y2x) 


7 2x eran 2005 Y 

b) Fy) + — a seny y EA = -seny x yx 
Vija y aa x 

c) Fy) = Te Fp0sy) = Tay 
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PS, A N S ADS RAS A N A ITA 


d) Fixy) =y (m3 ar- Fixy) =x n3 39 — + 


1 


e) Fi(x:y) = 4 cos[tg(4x—2y)] sec? (4x-2y) 
Fiíxiy) = —2 cos [tg(4x—2y)] sec? (4x-2y) 


9 Fey) = 


AA AN 
(x2+y2) Vinx +y?) 


Fy) = A AA 
A EVE 


9) Fibxy) = 3x?y+y20'? -y3sen n3 cos (xy) 
FO) = 3 +e9?2xy -x3%en n3 cos (xy) 


h) FQuy) = y sec? x ~ 


F 0y) = tg 


10) a) F0Gy;z) = 
b) Foxiyiz) = 

11) a) F(x;y;z) = 
F y;z) = 


b) FQuyiz) = 
FyOuyiz) = 


F0Gy;z) = 


c) F(x:y;z) = 
F 0Gyiz) = 


12) E A aXXa) = 


E 4 IX) = 


y?—x?+2xy 
(x? +y2)2+ (xy)? 
x? —y?+2xy 
(ey) (x-y)? 
zy(xy¥ =! Fiyi) = xy)?  Fiosy;z) = (xy)žIn(xy) 
yz xz! Fyz) =2X"Inx  Fi(xy;z) = y In x 


X+ 


yx +zinz  Fy(xyiz) = Winx + z y7! 
yny + x 200 


-(y+z) 
(xy+yz+zx)}In?(xy+yz+zx) 


—(x-+2) 
(xy +yz+zx)In?(xy+yz+zx) 


+0) 
(xy +yz+20 IN (xy +yz+2x) 


z z 
2y x? kakyn 
x 


S e A - 
az  Fy(xy;z) = yz 


e, 
(x3 7X, +X tx Y? 
X; +X, 


(JH xy? 


13) (3,005;1) y (3,0151,015) 14) t, =- cualquier t,/0<t,<1 
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e, Sección Il 


y i) Fui  FN(132)=Fa12)=0 Fyt 


da) Fey) = yy- Fly) = Fay) =w Ly Max 


ar 
H 

ED 
o an 
E 
i 
TO 
EN p de 
EA B3 
pi 
A 


FOY) = xY In?x 

Gubxyiz) = yin*3 3y G(xyiz) = Guosy;z) = 3%In 3+yx 3In?3 

Gu(xy;z) = Gu{xy;z) = 0 Gp¿0:yiz) = Gp (xy iz) =0 

Gp (yz) = x2In?3 3Y  Gí(xiyiz) = 6z 

4) Fi(0:1) =0 5) Fu(0;0)= -2 Fiz(0:0) =3 


ryg 1 
3) Fy -)=-5 


Sección Ili 


1) ¿2 =k<0) 2) 223 (k=hV3>0) 3) ¿van = =k a h<0) 


-25-225 j 106/15. ¿ __21619 


4a b) - EAAS 
J:a) 4 13 ) 934 
6) Fs(23-1)=7, F, (8-1)=3,06, F, (2-1) =-1,69, 
$ 3 
Fo (ej-1)=-6, Fo, (2-1)=-919, — F8-1)=-7 


2 4 
FL (2-1)=-0,71, Fo, (2-1) = 8,69, 
ES Sr. 


3 
Fr. (2;-1)=9,06 der. máx. = V85 =9,22, der. mín. = 185 = -9,22 
3 
DE (21) = -V Fl (@1)=-6, Fi (@1)= -5V2 Fa =-4 
4 2 ea 


Es, (21) =3-2V3, Fy (21) =6 
2 


6 
8) VZy -VZ 9 -3V 10) a) BZ A b)1y=1 11) 6v7 
3r Tr i 44y29 
1) Y 13) 4 1% 7 15) VZ y -v2 16) 20 
2214/83 1143 113. 
WD O ES 
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Sección IV 
4 aF = (- Z +) 1. 
) Se + dx + (y e dy 
2x? +2: 2 =x? — 
G = y NY adas y?—x?—2xy ds 


(x2 +y?) + (y)? 0e+y?) +x y)? 


dH = (y sectx—32Y!/n 3) dx + (tg x= 3in2} dy- 


OM = (y 01 LL dx + (Win x — — XL) dy 
x2+y? x?+y? 
5) dz = 10x cos (5x?-1) dx - ——- dy 
y Inêy 
6) dz = --20dx+27dy 7) dz = 4 dx — 32 ay 
125 125 


8) Az = --0,029897 dz = -0,030000 
9) Az = -0,0539 dz = 0,054 
11) —56(dx)?-216 dx dy — 56(dy)? 
12) (108x?-12y9)(dx)? — 72xy?dx dy + (-36yx? + 30y*){dy)? 

13) 96y?x(dx)"+(24y*4+288yx?)(dx)?dy +(72y?x+96x3)ax(dy)? +24yx* (dy)? 


10) Az = -0,030063 dz = ~0,030000 


Sección V 
me an x-3 y+1 

1) 29x-39y+2 =93 E = 2.488 

2 15x-7y-2, = 18 x1_ y+2 z 2 41 
15 -7 1 

3) 3x+2,-1=0 OS 

4) 19x=7y-z+22 50 AL, AN 
19 -7 -1 
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5. FUNCIONES COMPUESTAS 


DD 


La idea de función en una o más variables puede generalizarse considerando 
funciones cuyo recorrido es un conjunto de vectores n-dimensionales. 


é% |. Generalización del concepto de función 


Recordemos, en primer lugar, los tipos de funciones que ya hemos utilizado: 


- 1) función escalar 


La función f es escalar, o de una variable, si y sólo si f:A — R a AGR. 


” 2) campo escalar 


La función F es campo escalar, o función de vector, o función de n variables, si 


“9 y sólo si F:A — R a AGR’ ^ n22. 


Agregamos ahora la siguiente clasificación: 


ed 3) función vectorial 


Sy La función Í es función vectorial si y sólo si Î:A —> R° a AGR a n22. 


Por lo tanto, una función vectorial es un conjunto de pares ordenados, cuya pri- 
mera componente es un número real y cuya segunda componente es un vector 
3 n-dimensional. 
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Como la imagen de cada número real t, perteneciente al dominio, es un vector, Funciones compuestas 


A) dar la imagen significa dar las componentes de dicho vector. Cada componente del > H . N d 
x vector imagen se obtiene mediante una función escalar de variable t y, por lo tanto, BPE Las funciones generalizadas, o sus restricciones, solamente pueden componer- 
D la función vectorial es una n-upla de funciones escalares. ms se si el recorrido de la primera función que se aplica está incluido en el dominio de 


la segunda. Condición de existencia análoga a la que se exige para funciones es- 

f= (fito. of,) significa x, =E (Y ax =D Ac... A X, =1,(0. HR calares (Cálculo 1 - cap. 3). i 

) ¿ p El caso más simple, luego de la composición de dos funciones escalares, se 
Estas últimas n ecuaciones son las ecuaciones paramėtricas que pueden aso- presenta cuando se aplica primero una función vectorial de R en R? y luego un cam- 


! ciarse a la función vectorial. > po escalar de R? en R. La función compuesta es una función escalar: 
Por ejemplo, j 


R eS + 2 pa? + 
f hi (xiy;2)/x = 2-1 a y = 2+3 a Z = B3, g i TRA? FR? R FofR -R tal que 


define una función vectorial de R en RI. VieR: h(t) = (F o P(t) = FM] si ted, 
Puede indicarse también: 


E S j R 
| i Uy = (12434-3) o KO = (0-1)+(2+3)+(8—39k. TS 


La variable t se denomina parámetro y es usual que el dominio sea un intervalo 
cerrado [a;b]. Es decir, a=t<b, donde [a;b] es el intervalo paramétrico. Si la función Y 
) es continua, según definición que veremos más adelante, el recorrido se llama curva. 


IN) 4) campo vectorial 


i ) La función F es campo vectorial, o función vectorial de vector si y sólo si jl TS En forma similar, para F:R"-> R" y GR" — RS, si se dan las condiciones 
| ) FA=>R" a ACR’ a mz2 a n22, PAS de existencia, es G o FR" > R5 tal que 
ER En este caso, la función es un conjunto de pares ordenados cuya primera com- H wi (G o Ple, Kax) = G[F(x, 2%...) 
i ponente es un vector n-dimensional y cuya segunda componente es un vector m-di- m j a 
| ) mensional. a "$ donde la función compuesta de dos campos vectoriales es también un campo vec- 
| ; El campo vectorial se define, entonces, mediante una n-upla de campos esca- Dn torial. 
| ) lares, da i 

S Por ejemplo, E ii 

} k - y = je 
F:(xiy) > (5x2+ y)T+3xy]+(4x-y)k A ai Ejemplo 1 


| es un campo vectorial de R? en R3. Está dado por tres funciones de dos variables: -j F:(xiy) > x+y, 9:2 > (z-1;2z+5;z?~—4). Hallar 9 o F 


F 0y) = 5x2+y a F (xiy) = 3xy a Fs(xiy) = 4x-y zf Dp =P? A D; =R 


Luego, F = (F F F. 
| En general: 


E Y E Y S 


En 


GEF, 


Í E g 


H 


Fe =ğoF 


t A 
a 


ĝo FR? — R? es un campo vectorial obtenido asf: 


o Ya = FA aA) A Ya = FAX XiX) A a A Ya = FaK aX) H = ĝ o F:(xiy) > (U;v;Ww)/u =9,(2) A V = gg(Z} A W = galz) n z = F(xiy) 
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$) 


O sea H(xy) = 8(2) = (x+y) = (0, 0c+y):9,(x+Y):9,(c+y)) = 


kt 


= (x+y—1;2(x+y)+5;(x+y)?—4) = (x+y=1]i+{(2x+2y+5)j+(x2+2xy+y?—4)k 
Por ejemplo, H(2;-3) = -21+3)-3k donde z= F(2;-3)= -1 ^ a(-1) = 
= (-2:3;-3). 


DO $ 


u = G(x;y;z) = H(viw) 


f La composición anterior suele presentarse, sobre todo en aplicaciones, de la 
siguiente manera: 


( 


ER á mn npn 
u=z-1 A V= 2245 A W=Z?-4 A z= x+y. ga A = {(viw)/veR a weR'})  B=R 


._, Se indica, en este caso, que x e y son las variables independientes, z es la va- OS Ev) > (v-ww; +) G:(xy;z) > 3x-y+z 

riable intermedia. E y w 

o A == v v 

E Luego, H(v¡w) = (Go F)(viw) = G[F(v;w)] = a(v-wwwi 2) = 3(v-w) -vw + —. 
Ejemplo 2 go, H(v¡w) = (G o F)(v¡w) = [| T x 


Formalizar la composición de funciones dada por las fórmulas Por ejemplo, H(-4;1) = —15 siendo F(-4;1) = (-5;-4;-4) a G(-5;-4;-4) = —15 


Z =xX?+2y a x = Bt A y = Bt. 
Ejemplo 4 


Observamos que z = F(x; x= = i "= K 
$ last A fnalrhente es z=-f. Es bastante común la situación siguiente que se presenta, usualmente, con fun- 


A ciones definidas en forma implícita. 
` Sea u=x5+y9+z? donde z = 7x+y. 


TE E E 


q 


Puede considerarse u = F(x;y;z) con z = M(x;y). 
Si se quiere formalizar la composición de funciones correspondiente, puede ob- 
servarse que la función compuesta permite obtener 


4 
“q 


pea u = F(yiMxy)) = Tiy). 
pa Luego, es: 
ERA R?, FR? R. Luego, FotR—R 5 $S a (xyz) 
ft> (5041), Fixy) —>x2+2y, f= Fott- (5)2+2(8+1). n Moa F 
Resulta f(t) = 25%+28+2. £ Ès Ky) E 
A La función compuesta es una función escalar. En la composición, t es la variable x i i 
independiente, x e y las intermedias. i 
A ES Resulta T=FoL donde L es un campo vectorial cuyo dominio está incluido 
Ejemplo 3 ia en R? y cuyo recorrido está incluido en R°. 
Hallar dominios adecuados y formalizar la composición de funciones dada por: e Poy) =x 
Es L= (P¡QiM) siendo + Q(X;y) = y 
U = BY AZ AX SV Wa y=wnz=Y My) =z 
Ww 
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Obsérvese que P no depende de y. Q no depende de x. Suele decirse que la 
función compuesta tiene variables independientes x e y. con variables intermedias 
x,y,z, donde x no depende de y, y no depende de x, pero'z depende de x y de y. 


pont 


x=x 
En el ejemplo dado, es: Fíx;y;z) = xó+y?9+z? con y y = y 
Zz = 7x+y 


EJERCICIOS 
1) Siendo f:t — E In t), F: (xy) > x+2y=1, hallar F o f indicando el dominio. 


2) Siendo F:(x;y;z) > (x?—zy; +z), F:(u;v} > u?—3v, hallar Fo F indicando 


x 
y-2 
el dominio. 
3) Formalizar la siguiente composición de funciones: 
X = utg t a y = UBE a u = VEW- a t= Ww Ez. 
4) Ídem para h = x2+y?+ 1 AXx=uU+vay=uv az= 2u-3v. Indicar dominio 
adecuado para la función compuesta. 


5) Ídem para u =x?+2y=z a X =v=-t a y = 5'a z = 2V+t, 


6) Ídem para z = u? — MUY Am 2x +. 


yal 
i =x = y3 p224 A 
7) Ídem para u =x?°+3x a x= y?+2z PRS 
f 1 3t Z z 
8) ld =x? = xy — = 5 = 
) idem para u = x y+2 Av=xXy AX 2 aa AY Pe 


ll. Derivación de funciones compuestas 
Generalizaremos ahora la regla de la cadena. 


1) Consideramos primero el caso más simple. 
Sea ÎR — R? una función vectorial tal que Í= (g;£). 


Es x = g(t) a y = €(t) con g y £ derivables en t, 
Sea F:R?— R un campo escalar con derivadas parciales continuas en Poyo) 
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a s=Fol 


Podemos hallar la tunción compuesta F o E R —> R, que es una función escalar 
Demostraremos que s es derivable en t, y que 
S(t) = FKY) lt) HE Yo) (to) 


Como s es función escalar, aplicamos la definición de derivada en t: 


z = F(xiy) = s(t) 


Zo = Flxgiyo) = S(t) 


Fouy) -F (xYo) 
4 


Luego, s'(t,) = lim 
t= to 
Utilizamos el teorema del valor medio para una función de dos variables, con 
la notación x—x, =h, Y-Y =k (pág. 97). 
Foy) F(XgiYo) = Fly +M, (=X): (Xp) FF Oyo +MY =Y) Y —Y0) 
0<m,<1 a O<m,<1 


Ey em, (xo) Yo -J+ Es bayo + may Yo) E (0— (1 
Luego, s'(t,) = im, a h 
2300. 


Como g y £ son continuas por ser funciones escalares derivables, si t— ty, en- 


RR tonces X-> Xp, Y > Yo Además, como F; y E son continuas por hipótesis, re- 


sulta: 
lim, Fo (xy +M, (X=X0):Y0) A tre x Fe (xy +M, (x—Xo):V0) = Fo vo) 
>t0 %0 
im Feye tm YY) = im FLY my) = Estevo) 


g0- alto) -elt 


Luego, s(t) = Fi(Xy:Yo) po AE + EsX0:Yo) ma ik 


Finalmente, S'(t,) = Fixo Yo)g (1) +F Yo) t) 
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EOR? i . f M(u;v,) = M(ugiVo) 
Por definición de derivada parcial, es M; (Uoo) = lim ——_—_———— 


Si consideramos que grad F(x4iYo) = F (Xg; Yo Ñ + EX: Yol y, como veremos 
u= ug u= ug 


más adelante, F(t,) =9'(tJi+é y), es s'(t,) = (Fof)'(t,)= grad Flxyiyo) P), 
que expresa la derivada de la función compuesta como producto escalar. 

La fórmula hallada puede indicarse también de la siguiente manera, haciendo 
z = Flxiy), x= g), y = e): 


M(uv,) = F(G(u:vo); H(u;v¿)) = F(x y,) con x, = Gui) y, = H(uivo) 
M(U¿¿vo) = F(G(up:v): H(U¿:vo)) = F(x Ya) con x, = Guy, Va) Yo = H(Uyivo) 


N $ F(x y) FOO) 
Es Mi(Upivo) Sl A . 


dz aF X dx AE - dy 
q _-> a “M (= Yo) ar o -ay XoY) gy (tg) p 3 


Para calcular la función derivada, resulta la expresión tradicional Aplicando el teorema del valor medio, resulta: 


F(x,y) Foy) = Fly tM, (x, =Xo)iY9)0%, =p) + Faf Ya + MAY, Y), =Y0) 


0<m,<1 a 0<m,<1 


dz əz dx , êz dy 
dt ôx dt ay d' 


donde las letras x, y, z, representan los valores de las funciones correspondientes. 


z Ñ A X Además u> u, = X,->X, ^ Y, Yp 
Esta fórmula es simple para recordar si se usa el esquema 2%, > o E aaa 
y Como F; y E son continuas, queda: 


% 2) Consideramos ahora un caso más general en que la función compuesta i ; f G(u;v¿)-G(Uy:Vo) , Huy) HU) 
es un campo escalar. M¿(Uy:vo) = F(xg:Yo) lim A T Eso 0) lim e our 


Sea T:R? -> R? un campo vectorial, tal que T = (G;H), teniendo G y H deriva- 
das parciales continuas en (Ug;Vo)- 
Sea F:IR?->/R un campo escalar con derivadas parciales continuas en 


(XoiY0) = T(ugivo). o 
La función compuesta M = F o T es un campo escalar, para el cual demostrare- 
mos que tiene derivadas parciales en (u¿;v): 


Finalmente, 
Mi (Uovo) = FiXa Yo) G(Uyvo) + F(o:Y 0) Hi (Uy: vo) 


Análogamente se obtiene M;(u,;v¿). 
Esquematizando, para calcular las funciones correspondientes a las derivadas 


M (Uy iva) = FX Y 0) (Uy vo) + FX Yo) Hilo) 
fUgivo) = Faxo: Yo) GalUpivo) + Es r9:vo) Haluaa parciales, es: 


A 
MUo Vo) = Fr) Uv) + Fry) HUY) 
LO az Z x 3z ôy 
Pa y gu ôx du dy gu 
E 
Ny" öz = əz ax Ş dz oy 
y EN ax av dy av 


z= Fae Mu BE 
Fly) = Mu) 


T T x 
2L ET AL = Gi+Hj 
gu dv 
Obsérvese que Tíuv,) = (X:y,) pues x experimenta una variación correspon- Y 3M T M "= 
diente al incremento Au = u—u, pero también y experimenta variación relativa a 4 Luego, r“ grad Fe aa grad F- 


dicho incremento. Es decir, Tuvo) = (x yy,) con x, = GUN) a y, = Huv). 
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EE RANES OY ENS IA O IX ON ON EA S E AAA IA EIN ION E ON AS NS A NA OR A SA AN A SA 


Para todas las situaciones en que la función compuesta es un campo escalar, g 
se obtienen fórmulas análogas. => 


Por ejemplo, si 


G: R? — RG = (GGG) con x = G,(uvw) a y = G(uviw) a z= G (UVW) g 
F: R3? => R/h = F(x:yiz). Si se dan las condiciones de existencia, es H = FoG tal 


que H(uiviw) = (F o G)(uviw), resultando la siguiente derivada parcial, si existe 
para la función compuesta H: y 


o bien, 


H 2: 
= grad F. an donde Sd = t j+ 


i aH 
Análogamente, = grad F » A q grad F» 
v ðv ðw 


En general, sean 6 


G: "> R/G = (G;O,;. Gp) con X = Gi(t,;ty;...:t,) para i=1,2,...m 
F: R™ -> R/z = FX Xai Xm) 


Osea, G: (tytys...t,) => (G, (hity 
X 


1 X2 a 


A 
FE (AE F(X, Kai Xm) 


Si se dan las condiciones de existencia: 


F o G: (titit) > F(G( titit) = Hittat) 


G = (6,:6,5..G,,) 


R 


Si las funciones que intervienen son derivables con continuidad, resultan ias Gas 


siguientes derivadas parciales para la función compuesta, que es un campo esca- 
lar en n variables: 
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“9 tricciones a conjuntos abiertos incluidos en R” o 


RA Ga a 


son las variables independientes 


tb 


Xy+X21::>X,, SON las variables intermedias 


También puede indicarse cada derivada como un producto escalar: 


aH 3G 
5 eE Fa 
2 de 


a Hemos considerado la generalización de la regla de la cadena solamente para 
~ los casos en que la función compuesta es función escalar o campo escalar. Los 


2) gráficos y las demostraciones fueron hechos para campos escalares o vectoriales 


con dominio R° o R™ para clarificar tas ideas. Nada cambia si se consideran res- 

R" respectivamente. 

} La regla de la cadena puede extenderse también si la función compuesta es un 
campo vectorial, preferentemente usando matrices. 


a Ejemplo 1 


7 Haltar -L si ES e 


dU ms 
a ea) aa 
s du 9x2 _ 6y 
5 — = -4) 
dt t2 e i 


Utilizamos la siguiente notación: 


u E , 
SS = =u, para derivada parcial 
7 e =X'(t) para derivada total 
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& RRI 
= 
Sor 

Ejemplo 2 3T 
— = 5xt+98x+ 14y 

Siendo u = x?+5y? +32? 1 x = psen p cost a y = psenpsenta z =pcospk 3x 
hallar uw, w y u. $ à T 
e up y à Análogamente, Ea = FP; + FQ; + FM; 

5 2 ar 


= 5x4 - O + 3y2: 14221 


SA A: Tay- A E a A e A A 
Luego, u; = 2x sen p cos t + 10y sen p sen t + 6z cos y. E 
i aT 
Análogamente, En yaa 3y? + 22 = 3y? + 14x + 2y 
u’, = 2x p cos p cos t + 10y p cos y sent — 6z p sen y 1 
u’ = —2x p sen p sen t + 10y p sen p cost - a Aquí, la notación tradicional debe usarse con cuidado pues puede resultar equí- 
t a Voca: 
Ejemplo 3 o ` ðu _ ðu dx Ja au ay da ðu ðz 
Š EX ax 0X əx ay axo à a x 
Sea u=x34+y9+22 con z= 7x+y (ver pág. 141). TBA w äu $ En 
Hallar derivadas parciales de u respecto de las variables independientes x e y. g a) (2) 
Si reemplazamos z en la primera expresión, obtenemos: 7 > 
u = x54y34(7x+y)? E 8 (1) indica la derivada respecto de x de la función compuesta, designada anterior- 
5 mente T. 


~ (2) en cambio, es la derivada respecto de x de la función exterior F. 


du Ju 
Luego, — = 5x+98x+14y, —— = 3y2+14x+2y. 
g əx y dy y 4 También suele anotarse así: 


Si queremos derivar mediante la regla de la cadena, debemos considerar la so i si ðX du 


ra E 
guiente composición de funciones: — y) = L yi a +— y a “ar YD 


? notación ambigua pues u no representa la misma función, ya que 


Ko E 


x=x 

Fà(x;y;z) = x5 +y%+z? con l y=y S 
z = 7x+y. T du ou 

a E S 2 Ta CV) = ROY) a TA boyiz) = Fouyiz). 

Osea,esT=Fo L con L = (P¡Q¡M) siendo 


Poy) =x a Qluy) = y a M(xy) = 7x+y = 
am EJERCICIOS 
i doyiz) > 
z ES ôz y 
1) Hallar E si z= seny AX= eY" a y= 20y 
Es a de u 1 
; 3 2) Hallar -Æ si z= Du =3t+1. 
a 2 ms ) Hallar qe SZ sen (n7) au AY 3t+1 
2- = FP +F,Q,+FIM s ; 
d Dig) Hallar GE si x = arctg- + 3% A y = cos 2t a z = + 
2 5x0 1+3y2:0+22 -7 el A 
AX > B 4) Hallar z; si z= arctg g ause av= x, 
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PNAN AR 


s= ye(b-k;b+k). Además esta función f es continua y derivable en el intervalo 


—h;a+h). 
du. 3y { (a=h; 
5) Hallar dz si u= — 


nz=3% es 
Geométricamente, la existencia de la función f indica que, en un entorno del 
punto (a;b), existe la curva de nivel cero para la superficie correspondiente $ 
Z si a il i ió i rficie con el 
6) Hallar siz=In VPF a u = arctg% a y =v z = F(x;y). O sea, que el gráfico de f es la intersección de dicha superfici 
de 4 plano de ecuación z = 0. 


ðu A y ; 
a a = a y = 3+2. . 
7) Hailar A siu=e AX T^ y v iden 

Sin perder generalidad, como F'(a¡b) * 0, suponemos F;(a;b)<0. Como E, es 
continua, mantiene su signo en un entorno de (a;b). . 

Si fijamos x = a, la función escalar g, dada por gly) = Fía;y) es decreciente en 
un entorno de b. Elegimos en dicho entorno el intervalo [b _k;b+k] incluido también 
en E(a;b). 

Luego, es F(a;ib-k)>0 ^ Fía;b+k)<0. 


aii Na ld 
8) Hallar Si si z= arto nx =u ny =w, 
9) Calcular 2 para t=1 siz=x*y-3 a x =—} 1y=arctgt. 
dt VE 


10) Hallar z, y z si ¿=ar tg aus eY av= yt. 


11) Hallar u, y uy si u =e*-Y*2 x= ay= az= a 


Ill. Funciones definidas implícitamente 


Ya hemos considerado, en Cálculo 1, algunas funciones escalares definidas en ® 
forma implícita. 

Recordemos que la función f, de una variable x, está definida implícitamente por — 
Fly) = 0 si y sólo si Vx: F(x:f0)) = 0. Análogamente, F(x;y) = O define implícita- & 
mente a la función g, de una variable y, si y sólo si Yy: F(g(y);y) = 0. a 

En ocasiones, se puede pasar a la expresión explícita de la función escalar. 
Sin embargo, aunque ello no sea posible, se logra calcular su derivada (Cálculo 1 - $) 
cap. 6). ee 
Por lo tanto, dada la ecuación F(x;y) = 0, interesan dos problemas. Uno, dar 
condiciones para que esa expresión en dos variables defina, en cierto conjunto, una 
función de una variable. En segundo lugar, calcular su derivada sin llevarla a la for- 
ma explícita. Estos dos problemas los resuelve el importante teorema que demostra- UN 
mos a continuación. Luego, se extenderán sus conclusiones a funciones de varias g 
variables. E 


$ Teorema de existencia y derivabilidad para una 
función definida en forma implícita 


Como F es continua, existe un entorno del punto (a:b-k) donde F(xiy)>0, y 


un entorno del punto (a;b+k) donde F(x;y}<0. . . 
Sea (a-hja+h) un intervalo cuyos puntos tienen una abscisa que satisface 


ambas condiciones. 


Si F: D — R(DCR?) es una función continua que cumple las siguientes condi- sa 
ciones: 1) 3(a;b) interior al dominio tal que F(a;b}) = 0; 2) Fy A existen y son” 3 
continuas en un entorno de (a;b); 3) F'(a;b) + O, entonces, con centro en (a;b) exis- 
te un rectángulo abierto A = ((y)/a—h<x<a+h a b-k<y<b+kj tal que, para ca- eai 
da xe(a-hja+h), la ecuación F(x;y) = 0 tiene solución única y = f(x) con 151 
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KY 


Por ejemplo, x,e(a—hia+h) a F(x,¡b-k)>0 a F(x ;b+k)<0. Si aplicamos el 
teorema del valor intermedio para funciones continuas a F, con respecto a la varia- Bu 
ble y (Cálculo 1 - cap. 5 ), resulta que existe y e(b—k;b+k) tal que Fy) = 0. e] 
Esto sucede para cualquier x que pertenece al intervalo (a—h;a+h). > 

Por lo tanto, Vxe(a—h;a+h)3ye(b—k:b+k) tal que F(x;y) = 0. Para que los pa- e 
res (X;y), obtenidos de esta forma, determinen una función f, debe verificarse que y - 
es único para cada x. Para probarlo, suponemos que existe Y,Fy,/FOcy,) = 0 a 
A F(xy,) = 0. Por el teorema de Rolle, existe c entre y, € y, tal que Fc) =0. g 
Esto es absurdo pues F no se anula en el entorno elegido. á 


Buscando límite para x— a, es 


Fi (a;b) 


f(a) = — ON 


ya que, al ser f continua, si x—> a entonces y— b, y es 


== -Luego,-los-pares-obtenidos determinan una función Ftalque TT $ 
y = f(x) a Flxt(9) = 0 con xe(a—hia+h) a ye(b—kib-+k): 


Continuidad 


Elegido cualquier e>0, en la demostración anterior tomamos k/O<k=e. Por & 

el procedimiento seguido, encontramos h tal que 
Xx-aj<h = |fb)-t(a)|<e 
pues, para todo x, si xe(a—h;a+h), entonces ye(b—k;b+k). K 


é 
Luego, f es continua en a. La misma demostración se verifica para cualquier x 
del intervalo (a-hia+h). 


Derivabilidad 


Para cualquier punto (x;y) del domini 
F(x:y) = 0. Además es F(a;b) = 0. > 
Por el teorema del valor medio para funciones de dos variables, es: $ 


jo de F, interior al rectángulo hallado, es ¿ 


FOcy)-Fía;b) = F (a+t,(x-a);b)(x-a)+F(xib+t,(y-b)){y-b) =0 
0<t,<1 a 0<t,<1 
Como F; y E son continuas, resulta: 
F'(a+t (x~a);b) = Fl(ajb)+M(x:y) a. lim M(x:y) = 0 
ri x xX {aib} 


Fx =b) = Fifa: a de Wi 
ybcb+tay b)) F(ab) ENOGy) a lim Nocy) 0 


Luego, [F.(a;0)+M(xy)Ix—a)+[F:(a:0)+N(xy)Iy-b) = 0. 


m D 
Si tomamos xx%a, queda: > 
y-b F (a;b) +M(x:y) 
2 Fla: 3 
xa A) Pe FAE +NOy+0) 
E Fr(a:b)+Mbc eS 
O bien, 109-f(a)__ _ Faib)+M(oy) " 
XR F¡(asb)+N(x:y) a 
152 e 


E A oea 
xa pa 


La misma demostración se adapta a cualquier punto del intervalo (a—h;a+h). 


Para obtener la fórmula que da la derivada, puede recurrirse también al diferen- 
cial total de la función F, que se anula en los puntos del rectángulo: 


dF = Fidx +Fdy = 0. 


F .. 
dy > inci |} resión hallada. 
E — = - ——, que coincide con la expresi 
Si E +0, es dx F, q 
Ejemplo 
dy d?y 
Siendo x?-2xy+5 = 0 hallar Eri y P 
MES 
e ane. si Fy(xiy)+0 
dx Fs0uy) 
dy 3x-2y _ 3x-2y 
de "TT 2x 


Calculamos también ahora la derivada segunda: 


(6x-—2y")2x-2(3x?-2y) 
4x? 


d?y 


(Obsérvese en esta derivación 
dx? 


que y depende de x) 


Reemplazando y”, resulta: 


3x?-2y ) 5 
Y a VD E + T 
(ex 2 5% y 


dy _ 

dx? 4x? 

d?y 12x?—6x?+4y-6x?+4y 
de 4x? 
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2, 
Finalmente, Le = Ey, 


dx x? 


El teorema de existencia y derivabilidad se extiende a campos escalares defi- 
nidos implícitamente. 

Por ejemplo, la ecuación F(x:y;z) = 0 define implícitamente al campo escalar 
de dos variables G tal que z = G(x;y) si se verifica: 


1) F(xy:G(xy)) = 0 2) Fo Fs, F, existen y son continuas — 3) F: #0. 


Puede demostrarse, por un teorema análogo al anterior, que G es continua y tiene 
derivadas parciales. La expresión para el cálculo de estas derivadas parciales puede 
hallarse aplicando el teorema del valor medio para tres variables, o de manera más 
simple, diferenciando: 


dF = F(X y;z)dx +F (xy;z)dy+ Fl(uyiz)dz = 0. 


F0y;z) Esbuyiz) 
Luego, dz = - —2 dx — dy. 
f 9 Frouyiz) E¿06yiz) y 


Como es dz = z;(x;y) dx+z¿(x;y) dy, con x e y variables independientes, re- 
sulta: 


y Fyz) ; F, (x;y;2) 
z(xy) == Fiya AZ xy) = ~ Foya 


Análogamente, F(x;y;z) = 0 puede definir implícitamente H tal que y = H(x;z). 


t , 


Con condiciones similares, queda: y,= Er Ay == E ; 
K y y 
: F, EX 

También, si x = M(yz) es: x=- as 
E F 


En general, si F(X Xp i--5X,) = 0 define implícitamente al campo escalar F, tal 
que x, = F (Xo:Xgi...¡X,) y además F, 4 0, cumpliéndose condiciones adecuadas 
de continuidad y derivabilidad, resulta: 


ôx, Fe ðX; F ax En 
e A =z- A A = 


ðX Fx, A = òx, ES 


Ejemplo 1 


Siendo eY-—2 sen y +xz+22+32+ 2 x=0, verificar condiciones de existencia 


para una función de dos variables, definida implícitamente, en un entorno del punto 
(2:0;-1). 
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S 


A F:(2:0;-1) F2 


És Para ver si existe G tal que z = G(xy) comprobamos primero si F(2;0;-1) se 
$ anula. 
~ F(2;0;—1) = 1-2+1-3+3 = 0 


Fr(uyiz) = y e™+z+ 2 a Esbayiz) =x @Y-2 008 y a Fo(xiyiz) = x+22+3. 


Las tres derivadas son continuas y, además, F’ (2;0;=1) =3#0. 


1 ATA o. 
Luego, 2;(2:0) = — MEN ii A 2,(2:0) z 
(2:0; 


=S Ejemplo 2 


Si z?—2xy+zx+5=0 define implícitamente la función G tal que z = G(x;y), 
® calcular zy. ; 


_ _2y-z 
3z? +X 


Derivando el cociente anterior respecto de x, y recordando que z = G(x;y), es 


2 -2(822+x)-(622,+1N(2y=2) 


Za (3z22+x)? 


3 ZA AZ 12y22,+62%2,-2y+2 


= Za = (B224x)? 

e 2y-z 

a Reemplazando z; = [ets queda: 

S 3z? +x 

Bà MTA 2xz—4xy—24y?z+ 12yz? i 
SS 


Ecuaciones del plano tangente y de-la recta normal 

~ į ici á ii jl ión Focy;z) = 0, ade- 
a Si una superficie está dada implícitamente por la ecuación 

sS más Fía;b;c) E O, y las tres derivadas parciales de F no se anulan en el punto 
A (a;b;c), entonces la ecuación del plano tangente a la superficie en dicho punto es: 
è F: (a;b:c)(x-a}+F;(a;b;c){(y—b) +F (a;b;c)(z,—c) =0. 
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5) xy -z3y2-2x-3 = 0. Condiciones de existencia en (1;-2;-1) para las funcio- 


Para justificar esta expresión, recordamos la ecuación del plano tangente en el di x-3 = 0. i 
nes que define implicitamente y hallar las derivadas. 


punto (a;b;c) a la superficie asociada a la función definid íci 
z =G(xy) (pág. 128). a explícitamente por g 3 
6) Hallar Zo si z3--xy2+7 = 0 define implicitamente z = G(x;y). 


2," Gla;b) = z/(a;b)(x-a)+zs(a;b)(y—b). 


$ IV. Funciones definidas implicitamente 


F (a;b;e) 
por sistemas de ecuaciones 


Flan” 


z/(a;b) a se obtiene la ys 


ecuación propuesta. 

Así como una superficie puede estar definida en forma implícita por una ecua- 
ción, también una curva en el espacio puede estar definida implícitamente por un 
sistema de dos ecuaciones. 

Por ejemplo, si dos superficies están definidas respectivamente por las ecua- 
ciones F(x;y;z) = 0 a G(x;y;z) = O, si existe un punto P= [TA] que perte- 
nece a ambas, entonces puede existir, si se:cumplen ciertas condiciones, una curva 
Y común a ambas superficies, definida en un entorno de P,, por dos funciones f y y 

tales que y = f(x) a z = g(x) a F(xuf(0:909) = 0. En esta situación decimos que el 
sistema de dos ecuaciones define implícitamente a dos de las variables como fun- 
ciones de la restante. 


Análogamente, para la recta normal a la superficie en (a;b;c) es: 


x-a y-b Ze 


F;(a;b;c) a Fy(asb:c) 7 F:(a;b;c) ` 


Ejemplo 


Ecuación del plano tangente y de la rect ici ini g 
x?yz-2y2x+25-4=0 enel e 240) ES E 
ja O sea, y= f(x), z = g(x), están definidas implicitamente por el sistema: 
F(xy;z) = 0 
G(x;y;z) = 0 


F'(X;y;2) = 2xyz—=2y2 a F OGY;z) = x82-4yx a F'(x:y:z) = x?y+5z4 


Fo(-2:1:0) = =2 a Fs(-2:1:0) = 8 a F'{=2;1;0) = 4. 

Las condiciones de existencia son similares a las que exige el teorema para 
definición implícita de una sola función y las enunciaremos, en forma general, me- 
diante el teorema de Cauchy-Dini. También pueden calcularse las derivadas de f y g, 
si existen, utilizando un determinante funcional llamado jacabiano. 

Para ello, en el caso considerado, si F(x;y;z) = 0 a G(xyiz) = 0 definen implí- 
citamente f y g, tales que y = f(x) a z = g(x), entonces si F y G son diferencia- 
bles, es: i 


Plano tangente: —2(x+2)+8(y-1)+4z, = 0 
x-4y-22,+6 =0, 


Recta normal: ar ai 
dF = F dx+F dy+F dz =0 
dG = G;dx+G dy +G,dz =0 


EJERCICIOS F'dy+F'dz = -F'd 
d Luego. | AR 
1) Hallar + si y*-3+y = 0. G/dy+Gidz = —Gjdx 
dy dz 
d da F —_ + F —— = -F 
2) Hallar + y nx =1 si 2xy=x2+y3+x = 0, vd e dx x 
x dx? ES Siendo dx + 0, queda: 
, y le 
Sa tE 


3) Ecuaciones del plano tangente y recta normal a lasuperficie definida por 


x?yz3-2x2+42y-7 = 0 en (1;-1;-1). 
A El determinante del sistema se llama jacobiano de F y G respecto de las varia- 
4) idem para 3x3y-2xy2+22x-2 =0 en (1:11). bles y, z. 
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~ 


ez 


la 
jp * ` 
Se lo designa: AG) E, FE T a También, bajo ciertas condiciones, las dos ecuaciones 
; ayz o p ss Focyiuy) = 0 a Gyu) = 0 
y z ai a Pueden definir implícitamente dos funciones de dos variables independientes, por 
Si este jacobiano no se anula, el sistema tien ión úni meaai => ejemplo, las correspondientes a u = HQ«y) a v = M(x;y). 
HAN dy dz , e.solución única para las incógnitas 5 Podemos hallar las derivadas parciales de H y M mediante las derivadas par- 
|a ax 7 P0d -y = 99), que pueden hallarse aplicando la regla de Crámer. a Ma ciales de F y G. 
| RIP P P pa a Diferenciando F y á, obtenemos: 
y x > 
5 oa a E .. o =p i 3 EE 
) Resulta: -X _ x el g _ 18 4 pa f dF = Fidx+Fidy+F;du+Fidv = 0 
dos dx E F dx E Fr ES dG = G;dx+G;dy+G¿du+Gdv =0 
] ao e me 3 
| y Se S, 8, F'du+F'dv = —F'dx—F'dy 
[i Si usamos una notación análoga a la ya vista, para cada jacobiano, obtenemos: @" El G/du+G;dv = -Gjdx-Gidy 
` a(F;G) a(F;G) yi id 
s dy a(x;z}) dz Tay) de (A 
=- Z 3 y;x) » S ETE 2 a(F;G) u v 
i dx o(F;G) dx FG) le a El jacobiano del sistema es Ao- ñ i +0 
) TT m , 5 A G G 
aly;z) alyiz) a a u v 
) » 
y Aplicación p Fidx+F'dy F EO F PLP 
ei x y v x v y v 
y Suponiendo que se verifican condiciones de existenci dy “e G'dx+G'dy G' 6 a Q 
E S xistencia, calcular ->= y T a Luego, du = - LY 2 A A E 
i para las funciones definidas implicitamente por el sistema K A EF EF, A 
PA a E a, G; e ap |9, G 
x-y+z23-4 =0 Ñ EN . 
El jacobiano que figura en el denominador, para las variables elegídas, es: pe Y de a(F;G) o(F;G) 
; SmS ___ xv) (yv) 
| 2FG) ES E y 6y? -5 Sidar è a O sea, du = IFG) dx (FG) d 
) aly;z) = 18y222-5 + 0 j ý uN) Au) 
a a -1 322 y Ex 
} | E F ax? -B 3 Como, además, 
dy e G G E 1 3z2 9x2224+5 S du = x dx + 2 dy, resulta, para x e y variables independientes: 
, dx 18y222--5 18y2z2-5 T 5-18y272 Ed) 
) E E 6y? 3x A a(F;G) a(F:G) 
Ta" e e Goa X n du 2v) uN 
DOE ise atada A a mo E EN 
2) y?22?-5 18y222-5 5-18y?z2 a mE JUN ¿uv 
o, 158 Se 
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Análogamente, al calcular dv, se obtienen 


F ôx 
DOLAN (Dai) = (o yb gia) == 
MES) AE) EA Y, 
Mor A NA) 
no ES) y MEG) 
9(u;v) Au) Análogamente, 


__En general entonces, dadas n-ecuaciones-en.n+h variables -el-sisteoma-puederde 3 
finir implicitamente n funciones de h variables independientes, de acuerdo con el a 
enunciado del teorema siguiente: 


Teorema de Cauchy-Dini 


Consideremos n campos escalares de A en R, con AGR, es decir, n fun- € 
ciones de n+h variables, con 


AE ¡E 

A= Y YY IF Ai Y YY) aieN a isisn}. oe =- alx 
DA al F F, 

Si se verifica: (xX 


1) aP, g (2,8758, 5. :0,)/ P EA dé VIE (P) =0. Todas las fórmulas pueden deducirse diferenciando las n funciones F, 

2) Vi: F, tiene derivadas parciales continuas en un entorno de P Y 

UF EF) 

3) el jacobiano PE A 
AX XX ) 

te n funciones de h variables independientes: 


a Ejemplo 1 


(P) #0, entonces el sistema define implicitamen- de AO 
Consideremos las ecuaciones { y supongamos que se 
xv+y—2zu?+1 = 0 


; yi ifi diciones para que existan u y v como funciones de x,y,2. 
ASS EA Y DH Y Y Y) Y ¡Y Y) = 0. p verifican las condicions para q 


gu 
, pr Se pide deducir la fórmula para hallar —— y calcutarla. 
Estas funciones son continuas, tienen derivadas parciales en el punto corres- 2 
pondiente a P, y las derivadas parciales están dadas por las fórmulas: Sea: Fíxyizjuv) =0 a G(xoyiziuv) = 0. 


” Si F y G son diferenciables, es 


ôH, hoe o 3X, 
y, {b bib) Say rbaid) = ~ 


( dF = Fax+F¡dy+ Fidz+F;du +Fidv = 0 


dG = Gdx+G;¡dy+Gdz+G¿du+G;dv =0 

AR xax) , f . 

g F'du+F!dv = —F'dx—F'dy-F'dz 
G;du+G;dv = —G dx Gidy-G¿dz 


a A A 
ó(un) co a 
a 


v 


Si +0, es 
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ENCON EA A EN LAAN ES SA ON AS A AA A AAA 


ENS IN OA EA OA EA IA IA AS 


~ 


E OF EESE F 
@ G @ Ga a a 
du = - 22 L qx LI y a 
AS) ra rs 
á(u;v) ólu) A(uiv) 
FG) 
Dino: e carito a 
öx a(F;G) 
a(u;v) 
LE Fo Fr 3x2 -1 
En nuestro caso, EN =| * “j= = 3x94+v 
alx) G 7 x 
x y 
añ | E] [y 1 
auy le el Aei 
G; G; —4zu x 
ğ 3 
Por lo tanto, das A, 
öx xy+4uz 
Ejemplo 2 
xyv-yu?+x3-2 = 0 
Siendo | 
Avl+ul=xy+1=0 
du G ôx åy 
a) calcular —— y —— —y — 
) ax y y b) calcular o y w 


a) En este caso, para F(x;y;uv) = 0 a G(x;y;u;v) = 0 es u = H(x;y) a v = MQcy) 


'A(F;G) 
Ju O (xv) si 4(F;G) 
óx o(F;¡G) ofui) 
ó(u;v) 
| yv+3x2 xy 
Luego, gu a -y Bv! ___8yv?+24x8V+xy? 
ax -2yu xy — 16yuv—2uxy 
2u 8v 
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du _  Byv?+24x?v + xy? 
Ex 16yuv+2uxy 
a(F;G}) -2yu xv~-u? 
à öv ó(u;y) 2u -xX 
Análogamente, =- = = 
ne09 me dy o(F;G) —16yuv-—2Uxy 
a(uv) 


av _ 2xyu-2xuv+2u s 


òy — 16yuv+2uxy 


b) Ahora es x= L(u¡v) n y = N{u;v) 


a(F;G) -2yu  xv-ul 
ax auy) l2 -x 2yux—2uxv+2u3 
du AE yv+3x2 xv—u? 3x3+u?y 
pi ay) -y Š% 
g alF;G) yv+3x? xy 
Y e -y & Bv2y+24x?v+Xy? 
ay AE) -3x2--u?y 3x3+u?y 
ay) 
EJERCICIOS 
> xu=xzv+y-3 = 0 
1) Siendo f , deducir las fórmulas para calcular 
> yz+xu—5xv+v = 0 
a ôu u ðu öv öv av 
S » Y y, —— y hallarlas. 
ôx’ dy” öz öx’ ay 


8 2) Si xy,z,t están relacionadas por las ecuaciones 


i xty-zt3+zx—1 = 0 a 2x2+y%z—łz?+4 = 0, hallar 

a IX ay əx ç ðy əz əz ət ot 

8 , . b i , 3 . 
2) oz” az’ a'a ) əx’ ay’ ax’ oy 
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3) Analizar condiciones de existencia en un entorno de P para u,v, como funciones 
de variables independientes x,y, relacionadas por las ecuaciones 


u3+v3+x3—3y = 0 a u5—v5+4x+ux-y?—2 = 0, siendo 
Po = (UY y) = (—1;0;1;0). 


4) Las superficies definidas por las ecuaciones 
x9-2y-525-1 = 0 a x2-y2432-6 = 0, 
tienen en común el punto (2;-1;1). Ver si tienen alguna curva común. 


V. Funciones homogéneas 
Definición 


El campo escalar F: A -> R con ACR" es una función homogénea de grado 
m si y sólo si 


VER: Fítx 3 tx 


px) = WEA ix). 


Los casos más simples de funciones homogéneas los constituyen los polinomios 
“homogéneos”. 


Por ejemplo, F: (Xyz) > x 4 x2y24 2y3 


es homogénea de grado 4, pues, 
Vier, es: 


Flbtyitz) = tx0+Px212y24+z199 = 14(x44x2y242y9) = t4F(xy;z). 
También es homogénea la función G: (x:y) > arc tg ri x 
t 
G(tx;ty) = arc tg e = 'G(x;y). El grado de homogeneidad es cero. 


Una función es positivamente homogénea si la definición se verifica para t nú- 
mero real positivo. 


ı pues resulta 


Por ejemplo, F: (xiy;z) > VX+y+Z es positivamente homogénea de grado 4 
pues si t>0, entonces F(tx;ty;tz) = ViF(xy;z). 


Teorema de Euler (directo) 


Si F: A- R(ACR") es homogénea de grado m y es diferenciable en el con- 
junto abierto A, entonces se verifica: 


KA O Aa A AE A AK AN = MEX XiX) 


La igualdad anterior se conoce como lla identidad de Euler. 
Para facilitar la notación, lo demostramos para una función de tres variables. 


Sea F:A->R con ACR3/Vt: E(boty:tz) = tTE(oy;z)(1). Además, A es un con- 
junto abierto y F es diferenciable en él. 
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Consideramos a F como función compuesta con variables intermedias u = tx, 


v = ty, w= tz y variable independiente t. 


Si derivamos (1) respecto de t, obtenemos: 


dw 


= min 1E(oy;z). 
A 


, 4, du oeii Y "(atv 
F’ (bxty;tz) EN + F/(butyitz) di + Fl (boty:tz) 


Luego, XF’ (betyitz) +yF;(botyiiz)+2F (tx;ty;tz) = mum-=1 F(y;z). 
Como esta expresión se verifica para cualquier valor de t, elegimos t = 1. En 
ese Caso, u =x, V= y, w= z, y por lo tanto, 
xy iz) +yF buy iz)+2F, 062) = mF{x;y;z), 
que es la identidad de Euler para una función homogénea de tres variables. 


Para n variables la demostración es completamente análoga. 


Aplicación 
Verificar la identidad de Euler para F: (x;y) > 3x2+5xy-y?. 
F(baty) = PF(xy) => F es homogénea de grado 2. 
Fly) =6x+5y ^ Fy) = 5x-2y 
XF xy) +yF 0y) = x(6x+5y)+y(5x— 2y) = 6x2+ 10xy=2y?. 
Luego, XF OGY) +yF xy) = 2(3x2+5xy—y?) = 2F(xy). 


Si la función es positivamente homogénea, la identidad de Euler es condición 
necesaria y suficiente de homogeneidad. 


4 Teorema de Euler (recíproco) 


Si un campo escalar diferenciable verifica la identidad de Euler, entonces es una 
función positivamente homogénea. 


Lo demostramos también para tres variables, para simplificar notaciones. 
Si F:A=>R(ACR3) es diferenciable en el conjunto abierto A, y se verifica: 
xF Gyz) +yF by iz) +2F (x:yiz) = m F(yiz), 
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AAA AAA 


F PA NEN ALR S 


IS A R O N AN N N 


P e E a a aa 


entonces F es positivamente homogénea de grado m, o sea: 
VO: Fítxity;tz) = tE(x:y;z) si (txty:tz)eA. 
Demostración 


Consideramos f(t) = F(tx;ty;tz) donde f es función compuesta de variable inde- 
pendiente t y variables intermedias u =tx, v = ty, w = tz. 


f= F’ (tx;ty;tz)x +F'(bty;tz)y +F’ (boty:tz)z. 


Multiplicamos ambos miembros de la igualdad anterior por t>0. * 
Queda: 
E(D = dE (botyitz) +tyF;(dutyitz) HF! (boty:tz) 
o bien, 
tf (1) = UF; (uv) +vE¿(u;v¡w) +wF (u;v;w). 
Aplicando la hipótesis al segundo miembro, es: 
UF (uviw) +VE'(uviw) +wF, (uviw) = mF(u;v;w). 
Luego, —tP(t) = m Fàtx;ty;tz). 
También tf'() = m f(t), 
o bien, tf'(t) ~ mí(t) = 0 (1). 
Según esta última expresión, la función g tal que g(t) = t-™ f(t) está definida 
para t>0 y tiene derivada constantemente nula. 
En efecto, g'(t) = t-mf'(t) — met-m-1 f(t) 
g'e) = thtt — mío) 
g =0 por (1). 
Luego, existe una constante k tal que g(t) = k. 
Por lo tanto, t-m f(t) =k o bien, H(t) =ktr (2). 
Para t= 1 es (1) =k. Pero 1(1) = F(xy;z) = k. 
Reemplazando en (2), queda: f(t) = tmE(xy:z). 
-Finalmente: F(tx:tytz) = trE(xyiz). 


EJERCICIOS 


1) Verificar si las siguientes funciones son homogéneas: 


G: (x;y) -> A Asen Y 


BAROY x+y 


F: (uy) > es$ 
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x5—y5+z5 


H yad yz 


2) Verificar que las siguientes funciones son positivamente homogéneas: 


Inx-4 
F: (xyz) > AA G: (xy) > A 


3) Para cada una de las funciones homogéneas anteriores, verificar la identidad de 
Euler. 


4) Demostrar que el cociente de dos funciones homogéneas de igual grado es una 
función homogénea de grado cero. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPÍTULO 5 


Sección | 


1) FO] = 1 +2Int=4 Dy = (11eR a t>0). 


2) F[Flxyiz)] = x“-2x?zy+22y? — -3z Deo = (Ouyi2/y + 2). 


3) F: R?— R?, G: R2> R?, Go F: R? —> R?/ 


F(vwiz) = (y2+W—Z;W+Zy) A Glu) = (u-tg t;ju2+3t). 
e 


4) F(uiv) = (x;y;z) a Gíxyiz) =h ^ DoF = IR? ((uv)/u = Em 
5) E(vi) = (xyz) a Glxiyiz) = Un Des = R2 


6) Fixy) = (uv) a.Gluv) = Z ^ Dor TYY HO ny A => 


7) F{y;zt) š xa fx =u a DoF [(y:z¡0/y + 0). 


8) Fitz) = (uy) A Goy) = (uv) a Des = (t/t+1taté-1az 002 
+ -28-2). 
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Sección Il 
y 2 
z=- eÑ cos L — -+ n22 “cos Y. 
ux? x xy? x 
' 1 3 
2) 2,= — cos (n=) ( - ++) 
$ vo \2utvt Y 


3) xw = 2 sen2t 3 RIn3-32 
1+y2 
y 
<= ee 21 
)z TIEA (veu xy=1). 
5) u(x) = = 3___ 6y n3: 3> a 
zx In2x z? 


na A 
6) LA 


(y vin y = e) 
u?+y? x2+v2 


7) u= ~ ey (E +3'n 3). 


1 
B) ZE 1 3u — A 
) z, ar {3x In v v% — y v uv=1), 
9 z0} -r 
30m 
10) z = Ly ev = u yx iny), zi = —L— (v e% — u ya) 
u24y2 Y u2+v2 : 


11) u; = ex=y+2z (Butt r -2), u’ = ex=y*2z (Bt Int — + +4v). 


Sección tl 


dy ye In y 1 
Ay ei! AS ALTO 
) dx Pexy1 2 y= 2 Y, =0 
3) 4x-5y-92, = 18 ALLA 

4 z5 -9 

4) 8&x+y=9 e os 2 

Xy =y-lAz = 
168 


Y= 2t2yz+2tz2+4x2—4t3x—zy3—y*t us 


2-2 r=-3 e 
5 7 = 13 Xx, 5 Y, 3 
A A yae 
- y 3 % gs % 3 
> 6yz3—4xy3 
6) z” = MEA gi z #0. 
xy 9z5 
A Sección IV 
yy U—SXU—ZV+UXZ OS E Sx0v -XV +xyZ 
A x 5x2—x—x?z Y Ex KZ E 5x2—x-x?z 
y FO ,___ X-X y a DEN 
X 5x2—x—xX?Z Y  5x2—=x=xX?Z 2 5x2=x=X?Z 
—3y2Bz +3y22x-y3xt+2t2x 3xy3z—9t2y222+xtz22 
2) a) x = y y y z x= y y 
a e 4x2t-3y9tz-3y222 4x2t-3ytz--3y2z2 
_ yät+zy?-2t?yz—2tz? + 4t8x- 4x2 ly 2229 4xty+121Pxz 
A Ax?t-3y3tz -3y?22? k 4x- 3ytz—3y?z? 
pris —tyz2-z3+12zt2x-4x?y SN —xtz2+9t222y2-3xy3z 
X  xyt+xz?-3t?zy3— 2tzxy +5t02? Y xy ?4xz23t2zy3- 2tzxy + 5z? 


—3y 292 +3y22x— y3xt+212xz 


e X xy x22-3tPzy3-2t2xy+7t922 y 


-> a(F;G) 
S a alu) 
A a(F;G) 
T Aya 


e Sección V 


1) F grado cero 


1 
2 ds 
) F grado > 


G no es homogénea 


1 
G gradi 7 


xy ?—xz2-3t2zy9-22xy +71922 
(P,) = O. Luego, no se puede aplicar el teorema de Cauchy-Dini. 


=74 +0. Luego, las superficies tienen una curva común. 


H grado cuatro 
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6. MÁXIMOS Y MÍNIMOS 


I. Fórmula de Taylor 


Sea F:D-> KR con DGR? una función con derivadas parciales continuas has- 
ta el orden enésimo y (a;b) un punto interior al conjunto D con E(a;b)CD. Si 
(a+h;b+k) es un punto que pertenece al entorno, entonces la fórmula de Taylor 
para dos variables permite hallar valores aproximados para Fla+h;b+k), conoci- 
dos los valores de F y de sus derivadas parciales sucesivas en el punto (a;b). 

La fórmula que demostraremos es: 


F(a+h;b+k) = F(ab) hF, (a;b) +KF (a:b) + (E (aio) +2hkF (ab) +KFY (a:b))+ 
1 Mas 01 Mas miia 
tgr (hF (a;b) +3h2KF s (a;b)+3hk?F! (a;b) HF 1(a:b))+ as +T. 


T es el término complementario o resto, donde las derivadas parciales enési- 
mas se calculan en un punto de! entorno, ubicado entre (a;b) y (a+h;b+k). 


Para sintetizar la fórmula, recordamos las definiciones de diferenciales sucesi- 
vos y la forma de anotarlos (pág. 126): 


GF ((a;b);(h;) = Esta) xr (aib) (pat) 


DIRK) = h2F'”{a: nla mab) = [nak PFa: 
GF ((a;b);(hik)) = NE (a:b)+2hkF/(a;b) +kF(a:b) = (i) F(a;b) 


drF((a:b):(h:k)) = (ii) Ob (ab). 


Luego, la fórmula puede anotarse: 
n1 


k Ai 1 ð AUEN ifa ¿ym ; 
A ad Een (E HL) Fetonb+o 


con O<c<1. 
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i Ze —" Fía;b) = Fla;b). 
Se entiende que (» en +k EN (a;b) = Fla;b). 


Para demostrar la fórmula, recordamos la de Mac Laurin para una función es- 
calar (Cálculo + - cap. 8), con variable independiente t: 


e z +... (0) 


2! 


f) = 1(0)+P(0)t++""(0) a D<c<t. 


+1""(0) 


Para el segmento determinado por (a;b) y (a+h;b+k), cualquier punto del mis- 
mo tiene coordenadas dadas por las ecuaciones siguientes: 


x= a+tha y = b+tk a Ostx1. 
(a+h;b+k) 
by) 


(a;b) 


Por lo tanto, la función F de dos variables puede considerarse como función 
compuesta de variables intermedias x e y, con variable independiente t, es decir: 


Foxy) = F(a+th;b+tk) = f(t) con te[0;1]. 


Si aplicamos la fórmula de Mac Laurin para t = 1, obtenemos: 


O #0) GION 
11) = opero), LOL 4 E tacon o<o<t. 


En primer lugar, es f(1) = F(a+h;b+k) y 1(0) = F(aib). 


Calcularemos ahora las derivadas sucesivas de f, mediante la regla de la ca- 
dena, siendo 


tt) = Fixy) con x = gft) a y = s(t). 


Es f(t) = Fy) g ()+F y) st) 
d maena =k 
con g'(t) = a (a+th) = h a s'i) = Ea {b+tk)} = k. 


Luego, f'(t) = hFxy)+k Ey) (1). 
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Recordando que F’ y F’ también son funciones compuestas de variables in- 
termedias x e y, con variable independiente t. resulta: 


al Se d 
PO = hp (ELO) + ki (Foy) 
e= R(E YF OYK) +k (Foy) +F (cy) 


(i) = NEE OGY) +2F ¿y)hie+K2F cy) (2) ya que, al ser continuas las deri- 


vadas parciales, es F” =F 
EA td aE xy 


Análogamente, 


DAY HB po angy, 12 Wi 
te =h P aY) EIERE Uy) + BNIF (y) +KF' (xiy) 


(3), etcétera. 


Luego, 


de (1): 1(0) = hFi(aib)+kF (a;b) = (r-i Fan 


de (2): f'(0) = HF, ¿(a:b)+2hkF;¿(a:b)+K2F(a:b) S (2 +k á ) Fan 


ô 
ð ANO) 
de (3): "(0 =( -5 ) ; 
(3): f” (0) ho rtk T F(a;b) 


Finalmente, 
in) 

f(c) = (m7) $ F(a+ch;b+ck) con 0<c<1. 
Reemplazando en (*), obtenemos la fórmula propuesta. 
Haciendo h = x--a, k = yb, se obtiene la notación más usual: 

Y = Flablx—a (a: "(a 1 2 
Fly) = F(a:b)+(x-a)F (a;b)+ Y —b)F;(a;b)+ pi LO a)F (a;b) + 


+20 ay —b)F (a;b) +(y-b)?F(a;b)]+... +T, 


azl 


o bien, Ft = Sy (ta) + 09-09) "Fane, 


(30 


Aplicaciones 


La fórmula de Taylor Para dos variables permite, igual que la de una variable, 
aproximar funciones mediante polinomios. El error que se comete en dicha aproxi- 
mación está dado por el término complementario. 
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Ejemplo 1 


Desarrollar F: (x;y)->x2 según fórmula de Taylor para (a;b) = (1;1) con 
T =T. 
n 3 


F0;1)=1 
F'(x;y) = 2y x31 > F(11=2 
F' (x;y) = 2x2ln x a» PADO 
Fr, 06y) = 2y(2y-1)x21-2 a Fm) =2 
Ey) = 2x0 4x8 nx =æ F11) =2 
Er(xiy) = 4x®in? x a F1) =0 


Luego, 


xY = 1+2(x-1)+0(y-1)+ 4 (20x—1)2+4(x-1)(y-1)+0(y-1)2)+T, 


xy = 1+2(x=1)+(x=1)2+2(x-1){y-1)+T, 


Para hallar T, se buscan las derivadas parciales de orden tres y su valor debe 
calcularse en un punto ubicado entre (1;1) y (x;y). Elegido el punto (x;y), se puede 
acotar el valor del término complementario. 


Ejemplo 2 


Si se aplica la fórmula de Taylor a una tuncion polinómica de grado n, se la 
puede expresar según potencias de (xa) e (yb). El término complementario T r 
es nulo. 


Queremos desarrollar F: (x;y) > x3—3x?y+1 según potencias de (x+2) e 
(y-1). Para ello, aplicamos la fórmula de Taylor en el punto (~2;1). 


4 


F(-2:1) = —19 
F (xy) = 3x2-6xy => F'(~2;1) = 24 
EY) = -3x2 = F(-2:1) = -12 
Ebay) = 6x -6y = Fí(-2:1)=-18 
Fr¿O6y) = -6x = Fy(-2;:1)=12 
Es by) = 0 > Fn21)=0 
Foxy) =6 > Fal21)=6 
FY) = -6 = F(—-2;1) = -6 


FE = 0 
Esp buy) = 0 


> Ea 251) =0 


> Fr(-21)=0 
YYY 
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E A: 


PATA A 


33 +1 = —19424(x+2) -12(y-1) -9(x+2)2+12(x+2Xy1)+ 
+(x+2)9-3(x+2)2(y-1). 
Si en la fórmula de Taylor hacemos (a;b) = (0;0),- obtenemos la fórmula de 
Mac Laurin: 


n-i 


113 EW fo ay 

F(x:y) = F(0;0)+ = + ) 0/0 (+ ) ; 

(x;y) = F(0;0) 2 EP y) Om + pz ty) eco 
con 0<c<1, 


Ambas fórmulas, de Taylor y Mac Laurin, pueden generalizarse a n variables. 
Ejemplo 3 


Aplicando la fórmula de Mac Laurin, desarrollar F: (x;y) > e2x*y con T = T, 


F00) =1 

Fixy) = 20% = F:0:0)=2 
Faxy = ery = F00) =1 

Ebo) deter => Fo(0;0) = 4 
Foy) = 2684y = Fu(0;0) = 2 
Eny) = eey => FOO) = 1 
Ebay) = Bear = F000) =8 
Fry boy) = 4er = Fo(0:0) = 4 
Fry os) = 2e = Fo0:0) = 2 
Fy sey = F00 s 1 


¿Oy 14 2x4 y+ + (4x2+4xy+y2)+ + (8x3+12x%y +6xy2+y9)+T, 


RERI y? 4 y3? a 
ex0Yy = 14+2x+y+2x24+2xy + So + q ay exy?+ +T, 


EJERCICIOS 


1) Desarrollar según fórmula de Taylor F: (xy) > x” en un entorno de (1;2). 
T =T, ng 
n 4 


2) Ídem para F: (x;y) > arc tg 2 en un entorno de (1;1). T,= T, 
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3) Ídem para F: (x;y) > ex cos y en un entorno de (0;0). Indicar T 4 

4) Ídem para F: (x;y) > y? In x en un entorno de (1,0). q, To 

5) Ídem para F: (x;y) > cos (xy) en un entorno de (0;0). T,=T,. 

6) Desarrollar F: (x;y) > x3-2y3+3xy según potencias de (x—1) e (y-2). 
7) Desarrollar F: (x;y) > x?-3xy+y?x-7 en potencias de (x--1) e (y-+2). 
8) Desarrollar F: (x;y) > sen x sen y según Mac Laurin para T= Te 
9) Ídem para F: (x;y) => ex sen y Eon T =T, 


2 2 
10) Aproximar F(0,9:1,1) si F: by) > nZ + in 


11) Utilizar la fórmula de Mac Laurin para aproximar F E E) si 


F: (x;y) > cos x cos y. 


Il. Extremos de un campo escalar 


Ya se han definido extremos locales y extremos absolutos para funciones de 
dos variables (pág. 85). Tratamos ahora de encontrarlos. Todas las consideraciones 
hechas para funciones escalares pueden repetirse aquí, adaptando el problema del 
plano al espacio. 

En general, si la función es diferenciable, los extremos locales se encuentran 
buscando primero los puntos de la superficie que admiten plano tangente horizontal. 
El punto correspondiente es un punto crítico de la función, interior a su dominio, don- 
de se anulan ambas derivadas parciales. 

tLa anulación de las derivadas no es suficiente para la existencia de extremos 
relativos o locales. Para ello, hay que recurrir a las derivadas parciales segundas. 

El problema se complica bastante cuando es necesario detectar extremos ab- 
solutos, por la imposibilidad, en la mayoría de los casos, de graficar las superficies 
para estudiar su comportamiento. Es conveniente, a veces, estudiar los valores de 
la función en la frontera del dominio y también investigar los puntos críticos en que 
la función no tiene plano tangente, 

Definimos previamente “punto de ensilladura” que es el correspondiente, en el 
espacio, al punto de inflexión en el plano. 


Definición 

El punto P = (a:b;F(a;b)) es de ensilladura en la superficie asociada a la fun- 
ción diferenciable F si y sólo si el plano tangente atraviesa a la superficie en dicho 
punto, siendo (a;b) un punto interior al dominio. 
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Es decir, se verifica en todo entorno de (a;b) que existe un punto yy) del 
dominio para el cual es F(x y) > F{a;b) y un punto XY) para el cual es 


FOXY) < F(a;b). 


P punto de ensillagitra 


Condición necesaria para existencia de extremos locales 


Si F:D— R, con OCR?, tiene derivadas parciales en (a;b), interior al do- 
minio, y F(a;b) es máximo (o mínimo) local de F en D, entonces: 


Fiajbl=0 a F (aib) =0. 


f< 


Sea F(ajb) un máximo local y consideremos el entorno de centro (a;b) y ra- 
dio 8, para el que se verifica la definición de máximo local. 

En el plano de ecuación y = b, obtenemos una función escalar f de variable x 
tal que fix -> F(x¡b). 

En el intervalo (a—8;a+8), a es un punto interior al dominio de f, y f(a) es má- 
ximo local para esa función de una variable. Luego, por la condición necesaria para 
existencia de extremo local en funciones de una variable, es f'(a) = 0 con f'(a) = 
= F(ab}. i 

“Análogamente, en el plano de ecuación x= a, queda definida la función 
g: y > Fía;y) con g(b) máximo local y, por lo tanto, g'(b) = F(ab) =0. 

Luego, queda probada la condición necesaria. 
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Sea F: (x:y) > 9-x2-y2. 


Veremos ahora que, anulándose las derivadas primeras, puede presentarse 


Ejemplo 1 


F0uy) = -2x A Foy) = -2y. 


z 
9 


o 


cualquier situación. Es decir, no es una condición suficiente para garantizar la exis- 
tencia de valores extremos como lo prueba el ejemplo 3. 


(0;0) es el único punto crítico donde se anulan simultáneamente ambas deri- 


vadas. 


Estudiando los valores de F en R?, resulta W(x;y): F(x:y)<9 y F(0;0) = 9 es 


máximo local (y absoluto) de F en R2. 


Ejemplo 2 


Sea F: (xy) > 9+x2+y2. 


F:(0:0) = 0 a F:(0:0) = 0. 
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En este caso, V(xy): Flxyy)=9 y F(0;0) = 9 es mínimo local (y absoluto) de 
F en R?. 


Ejemplo 3 


Sea F: (xy) > 9-x2+y2, 


. También (0;0) es el único punto crítico. Sin embargo, en el plano de ecuación 
y = 0, F(0;0) es máximo local para la función de variable x, y en el plano de ecua- 
ción x= 0, F(0;0) es mínimo local para la función de variable y. 
La superficie presenta en (0;0;9) un punto de ensilladura. 


Por lo tanto, deben completarse condiciones para localizar los extremos rela- 
tivos. $ 

En casos sencillos, como los tres ejemplos presentados, ello puede hacerse di- 
rectamente estudiando el comportamiento de los valores de la función en un entor- 
no del punto crítico. En otras situaciones, recurrimos a las derivadas parciales se- 
gundas, mediante aplicación de la fórmula de Taylor. 


Condición suficiente para existencia de extremos locales 


Como hemos indicado, daremos una condición suficiente con intervención de 
las derivadas de segundo orden. 

Para elio, definimos previamente un determinante de orden dos, formado con 
ellas, que recibe el nombre de hessiano. 


Definición 


Si F es una función con derivadas continuas de segundo orden, llamamos 
hessiano de F en el punto (a;b) al siguiente determinante: 
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F {a;b} 
H(a;b) = 
F (a;b) 


Fo (a:b) 
Fs (ab) 


Si el hessiano es positivo en el punto (a;b), puede asegurarse que F(a;b) es 
un extremo local, según lo demostraremos en el teorema siguiente. 


Teorema 


Sea F:D=>R, con DCR?, una función con derivadas parciales segundas 
continuas y (a;b) un punto interior al dominio, donde se anutan las derivadas par- 
ciales primeras. O sea, F' (a;b) = F (a;b) = 0 y consideramos que no se anulan en 


(a;b) todas las derivadas segundas. Por ejemplo, F’ '(a;b) + 0. 
1) Si H(ajb)>0 ^ F/(ab)>0, entonces F(a;b) es mínimo local, 
2) Si H(ajb)>0 » F/¿(a;b)<0, entonces F(a;b) es máximo local. 
3) Si H(a;b)<0, entonces (a;b;F(a;b)) es punto de ensilladura, 
Si H(ajb) = 0 no puede anticiparse el resultado. 


4 Demostración 


Consideramos en primer lugar H(a;b)>0. 

Como las derivadas segundas son continuas, la función H, determinada por el 
hessiano, también es continua. 

Frboy) Eb) 
O sea, H: (xy) > es continua en (a;b). 
Eo) Fray) 

Como toda función continua en un punto interior a un conjunto, mantiene su sig- 
no en un entorno del punto (pág. 86). Lo mismo sucede con la función F;¿ en un en- 
torno conveniente de (a;b). En la intersección de ambos entornos, entonces, H y 
F/, mantienen su signo. 

Sea E(a;b) dicho entorno, donde (a+h;b+k) representa un punto cualquie- 
ra del mismo, 

Escribimos ahora la fórmula de Taylor con término complementario de orden 
dos, recordando que se anulan los términos de primer orden: 


F(a+h¡b+k)-F(a;b) = 5 [F;,(a+ch;b-+ck)h?+2F ¿(a+ch:b+ck)hk+ 


+F,(a+ch;b+ck)k?] con 0<c<t. 


Nos interesa averiguar el signo del primer miembro, en el entorno Efa;b). 
Para ello, el recurso es completar un cuadrado. Para simplificar la notación, 
anotamos: 
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2Az = Fan? +2F hk+ E donde cada derivada se considera calculada en el 
punto (a+ch;b+ck). 
Como F #0 en el entorno, podemos anotar: 


pr 
2Az = F” (n2+2hk =) + Frk2 
xx F” w 


xx 


a -Completamos et cuadrado dentro del paréntesis 22222222 E 


rr Y) 2 112 
2Az = EY | h2+2hk —22— +k? (== P | aeee E 
x F” F”? w F” 


xx xx 


TN O 7 
22 =F} (n+«—2-) Y LAIA k2 


7 
xx x 
a EE es el hessiano H, en el punto intermedio. 


11 


F 2 k2 
Entonces, 242 = F" (h+x 2) +H 0). 
ds 2 Er 


Ahora bien, el hessiano es positivo en el entorno elegido y, por lo tanto, 
H(a+ch;b-+ck)>0. z 

Luego, en la expresión (1), el signo del segundo miembro depende exclusiva- 
mente de F''(a+ch;b+ck). 

Si F;.(a;b)>0, entonces F (a+ch;b+ck)>0 y resulta 

2420 y también F(a+h;b+k)-F(a;b)=0, 

Por lo tanto, existe un entorno donde F(a:b)=F(a+h;b+k) y F(a;b) es mínimo 
local. 

Análogamente, sí F/¿(a:b)<0, en el entorno resulta F(a;b)=F(a+h:b+k) y 
F(a;b) es máximo local. 


Veremos ahora qué sucede si H(a;b)<0. Ñ 
Podemos verificar, en este caso, si F(ab) + 0, que F no alcanza un extremo 
en (a;b) pues el incremento Az toma signos diferentes en todo entorno de (a;b). 


Por ejemplo, para k=0 y h#0 (sobre la recta y =b) es +, 
2Az = Fuh? y el incremento tiene el signo de Fi 


Si, por otra parte, damos a h y k valores que anulen al paréntesis, resulta 


2 


2Az = E, Como H<O0, el incremento Az toma signo contrario al de E sobre 
XX 


la recta ^orrespondiente. 
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Luego, (a:b;F(a:b)) verifica ta definición de punto de ensilladura. Una demos- 
tración similar puede darse si F,y(8:b) + O y, con algunas variantes, si F//(a¡b) = 
= F” (a;b) = 0. 

y 
Veremos ahora, con distintos ejemplos, qué puede pasar si el hessiano se anu- 
la en el punto crítico. 


a) Sea F: (xy) — 3x3-xy?. 


— FAxy) = 9x2-y? n Ey) = -2xy. 
(0;0) es punto crítico donde se anulan ambas derivadas primeras. 

FOGY) = 18x ^ SAY) =-2Y A EA AY) = -2x = H(0;0) = O, 
En este caso, el hessiano es nulo y la superficie presenta punto de ensilladura 
en (0;0;0). En efecto, basta considerar la intersección de la superficie con el plano 
de ecuación y = 0, que es la curva de ecuación z = 3x% para ver que hay puntos 
de la superficie por encima del plano tangente y puntos por debajo de él, en cual- 
quier entorno del origen. 
b) Sea F: (x;y) > 5x?2y2 

F (xy) = 10 xy? a Fy) = 10x?y 
(0;0) es punto crítico donde se anulan ambas derivadas primeras. 


Fs¿06y) = 10y2 a Fo (uy) = 20xy a Fr(xiy) = 10x2 => H(0;0) = 0. 


En este caso, también el hessiano es nulo. Considerando los valores de la fun- 
ción, se observa de inmediato que F(0;0) es mínimo local. 


c) F: (xy) => —x2y2, 
En este caso, también (0;0) es punto crítico con derivadas nulas, el hessiano 


H(0;0) = O y F(0;0) es máximo local para ta función, que toma valores negativos 
en cualquier punto distinto del origen. 


Por lo tanto, con el hessiano nulo puede presentarse cualquier posibilidad. 


Aplicaciones 


Ejemplo 1 


Hallar extremos locales para F: (x;y) > x2+xy-6x+y2-=3y+1. 


F (x;y) = 2x+y=6 ^ Fy) =x+2y-3. 
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Al anular ambas derivadas parciales, resulta el siguiente sistema: 


2x+y=6 lúni di 
x+2y=3 ’ y el único punto crítico es (3:0). 
Faly) = 2 = Fi(3:0) = 2 mn 
FOGY) = 1 = Fi(8:0) =1 Luego, H(3;0) = | | =3>0 
e Ata 1 2 
Fey) =2> Es(8:0) =2 


H(3;0)>0 a Fr:(3;0)>0 => F(3;0) mínimo local 

Ejemplo 2 

Hallar extremos locales para F: (x;y) —> 2x2-9x2+12x+2y9-3y2+ 1. 
F06y) = 6x?-18x+12 ess =0 
Fay) = 6y?-8y y-y=0 

Al resolver el sistema aparecen cuatro puntos críticos: 

(10), (250), (151) y (2,1) 
FOGY) = 12x-18 ^ Foy) =0A Fr by) = 12y-6, 


Calculamos el valor de cada hessiano: 


-6 0 
H(1;0) = o e = 36>0 a F/1(1:0)<0 = F(1:0) máximo local 
6 0 
H(2:0) = E Mia -36<0 = (2;0;5) punto de ensilladura 
-6 0 
H(11) = r y =-36<0 = (1;1:5) punto de ensilladura 
6 0 
H(2;1) = 7 Š = 36>0 » F/:(21)>0 = F(2;1) minimo local 
Ejemplo 3 


Para la siguiente función hallar los puntos en que se anulan las primeras deri- 
vadas parciales: 


F: bay) > xy 4-x2-y? 
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El dominio de esta función es D, = {{x;y)/x2+y? = 4}. Consideramos, como ya 


” se ha visto, las derivadas parciales en puntos interiores al mismo, o sea, en 
Ð D, = (y) e+y?< 4). 


2 
Fixy) = y 4-x8=y? = ERE, A 


v4-x?-y? 


xy? 


Foy = V 4-24? a 
xy) y aN 


La anulación simultánea de ambas derivadas lleva al siguiente sistema de ecua- 
ciones: 
-2x2-y2) = 
NADO para x?+y? <4 
x(4-2y2-X?) = 0 
Un primer punto crítico es P y (0;0). 
En general, la dificultad de estos problemas radica en la resolución del sistema, 
ya que no existen fórmulas, si no son lineales, y es fácil perder soluciones si no se 


considera detalladamente cada posibilidad. 
En el caso propuesto, para x + 0 a y * O debe ser 


4-2x2-y2 = 0 a 4-2y2x2 = 0, 
De la segunda ecuación obtenemos x? = 4-2y2 (1) que, al reemplazarla en 
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la primera, nos da 4-2(4-2y2)-y? =0 => 3y? =4 = |y|= y A 


Reemplazando y? en (1) obtenemos |x| = y resultan cuatro puntos 


críticos más: 


Como se ha indicado previamente, la obtención de extremos absolutos no es 
sencilla en la mayoría de los casos. 
Veremos dos ejemplos. 


Ejemplo 4 


Hallar extremos absolutos, si existen, para F: (xy) >x?+y2+1 definida en 
D = [(x:y)/x2+y2<4). 
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F(0;0) = 1 es mínimo local y absoluto. 
F está acotada en el conjunto D y su supremo es 5. 
No tiene máximo absoluto pues los puntos de la circunferencia, frontera del do- 


minio, no pertenecen al mismo, 


A = ((xy)/x2+y2=4), esa función tiene máximo absoluto 5 y lo alcanza en cual- ¿Ñ 


Si se considera la misma regla de definición para una función con dominio 


quier punto de la frontera. 


% Ejemplo 5 


Extremos absolutos de F: (x;y) >3x2+y2-x+1 definida sobre 


y? 


C = {(x;3y)/x2+ T s1}. 


F0uy) = 6x=1 A F Xy) = 2y. 


1 de 
(5 o) es punto critico donde se anulan ambas derivadas. 


Fuy) =6 


trf = 1 o 
Fuy) = 0 }= H (50) = 


6.0 


0 2 


F oy) =2 


Cs 
i, 
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1 11 R 
= F(—;0 ) = —— fi 2 
G ) 13 es mínimo local 


La superficie correspondiente a F es un paraboloide elíptico con vértice en 


o, AL 


32 ) y el mínimo local es también absoluto. 


Para hallar el máximo absoluto que también existe por tratarse de función con- 


e a tinua en dominio compacto, estudiamos el comportamiento de F sobre la frontera del 


y? 


g dominio, que es la elipse de ecuación x?+ -a =1. 


Za 


=A 


* resulta Fixy) = ft 


Si consideramos las ecuaciones paramétricas de esta elipse: 


x=costa y= 2sent a Ost<2r, 


i(t) = sen? t~- cos t+4. 


Estudiamos el comportamiento de esta función escalar en el intervalo [0;27r) 


FS y buscamos sus extremos locales. 


S 


1 
|] 
l 
1 
i 
1 
1 
l j 
1 
! 1 
Zar Ar ZA 
“y 3 


% 
3 


q ooo 


P(t) = sen t (1+2 cos t} 


1(0=0 si t=0vt=rvt= Z vt= 


f(t) = cos t+2 cos 2t 


En los puntos interiores al intervalo, es: 


27 
"(== <0 
mE) 


P(n) >0 


(2) máximo local 


= f(r) mínimo tocal 


r 4) <0 (E) máximo local 
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PA, 


Resulta (2) z (4) máximo absoluto. 


Volviendo ahora a la función F sobre el conjunto C, obtenemos 


2 1 4 1 ) 

O A EL }=F{- 13 
(2) y (5) Eta 
Ambos valores coinciden, siendo 


r(- 2v3)- e(- + -v3) -L el máximo absoluto de F en C. 


El valor f(0) = F(1;0) = 3 mo corresponde a un extremo absoluto de F pues 


sabíamos que le es el mínimo absoluto y = el máximo absoluto. El valor 


12 
f(m) = F(-1;0) = 5 tampoco es extremo absoluto. 


EJERCICIOS 


1) Extremos locales y puntos de ensilladura, si existen, para: 


48 
a) F: (x;y) > 8y9-12xy+x3 b) F: (xy) => x9+ => +y?+4y 
Don 8 ,.27 “e 34-3x2 2 
c) F: (xy) > xy + a d) F: (xy) > x943x2+4xy +y 
e) F: (x;y) > 2x3+ 16y3—9xy g) F: (x;y) > x9+y?-3x 
h) F: (x;y) > 3axy-x3=y3 i) F: (xiy) > y?+3x?y-3x2-3y2+2 


j) F: (xy) > y?+3yx?-15y-12x k) F: (uy) > x2+3y4—4y3—12y2 


2) Puntos críticos para: 


a) F: (xy) > xy(8=x-y) b) F: (xy) > (6xx"M2y-y?) 
c) F: (xy) > xy v 1x?-y? d) F: (xy) > x2y2+x2xy2+5x-7 
3) Dividir el número 600 en tres sumandos positivos tales que la suma de sus pro- 


ductos binarios sea máxima. 


4) Una caja rectangular, con tapa, debe tener volumen 1000. Dar sus dimensiones 
para que el gasto de material sea mínimo. 


5) Dividir el número 1200 en tres sumandos positivos tales que su producto sea 
máximo. 
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Y 6) Dimensiones de una caja rectangular sin tapa, para que su volumen sea 4000 
y su superficie total mínima. 
7) Máximo y mínimo absolutos de F: (x;y) > 3x+2y sobre A = [2:5]x[1:4]. 
Y 8) Hallar, para un paralelepipedo rectangular de área total constante, el de máximo 
volumen. 


S 


9) Paralelepipedo rectangular de máximo volumen, inscripto en una esfera de 


y 
| radio a. 


M4 10) ¿Cuál es el cilindro recto de área total máxima, inscripto en una esfera de ra- 


7 dio 2? 


11) Máximo y mínimo absolutos para F(x;y) > x?-y2 sobre' A = ((x:y)/x2+y2:9), 


m4 11. Extremos condicionados 


6% En la sección anterior se propuso la resolución de algunos problemas de apli- 


cación, mediante el cálculo de máximos y mínimos para campos escalares. Lo mis- 
“mo se hábía hecho, oportunamente, para funciones escalares. 
qa Un problema clásico, en una variable, es hallar un polígono de área máxima, 
con perímetro constante. Por ejemplo, hallar el rectángulo de mayor área, con perí- 
metro 100 (Cálculo 1 - cap. 7). Lo enfocamos ahora como un problema en dos 


fe variables condicionadas. 


| S Ejemplo 1 


Si llamamos x e y a los lados del rectángulo, su área es F(xiy) = xy, siendo 
x+y = 50 la condición que vincula ambas variables. En este caso, puede despe- 
jarse una de las variables en la ecuación de vínculo. Al reemplazar en la expresión 
dei área, queda una función escalar, cuyo máximo local, y absoluto, da la solución 


buscada. 


Sin embargo, en muchos casos, las condiciones de vínculo no permiten despe- 


Ai jar unas variables en función de otras. Por ello, se busca un método que pueda uti- 
Ese zarse también cuando las condiciones de vínculo solamente definen funciones en 


=> forma implícita. 
En el ejemplo propuesto, tenemos una función F de dos variables y una condi- 


SS 


¡_ ción de vínculo: 


F(x;y) = xy a x+y-50 == 0, 


f AR O sea, z= F(x;y) A G(x;y) = 0. 


ES Esto significa que tratamos de hallar los extremos de una función F de dos va- 


friables, condicionadas por la ecuación G(xy) = 0. O sea, buscamos los extremos 
e, de una restricción de F al conjunto A = ((x:y)/G(oy) = 0), es decir, los extremos 


$5 de la función F. 
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En nuestro ejemplo, de la ecuación x+y-—50 = O, podemos despejar y = 50—x ms 
En un caso general, aplicamos el teorema de existencia de función implícita a la (MI > H buyizia) =XZrA 


expresión G(x:y) = 0. Para ello exigimos que G tenga derivadas parciales conti HUXYIZA) = xy +A 
nuas, una de las cuales no se ase Por ejemplo, si G +0, existe y = g(x) deų z 
finida implícitamente por G{(x:y) = S H CGY;Z;A) = x+y+z-90. 


Resulta Foy) = F(xg(x)) = E K y queremos encontrar los extremos de F / 
El método utilizado. por.. Lagrange_asegura que se pueden encontrar los puntosg t 


criticos de Fi buscando los puntos críticos de una función auxiliar, definida así: 


HQuyiA) = Fac) +AG(x: Y). 


(Obsérvese que H; = 0 es siempre la ecuación de vínculo.) 


__ Debemos resolver el sistema: 


YZ+A =0 a XZ+A = 0 a xy+À = 0 a x+y+z-90 = 0. 

donde A es un número real que se designa como “multiplicador de Lagrange”. . e > 
> De las tres primeras ecuaciones resulta x= y a y = z. Dela cuarta ecuación: 

3x = 90. 

Por lo tanto, x= y = z = 30. 


En nuestro caso, es: 


H(x;y;A) = xy+A(x+y—50). 
B a La ventaja del método de Lagrange es de carácter eminentemente „práctico y 


H es derivable por serlo F y G. Buscamos los puntos críticos donde se anular 


las derivadas parciales. de i q 
š fa Necesario. 2 l 
j ENEI i ~ E ” completar el. estudio mediante discusiones basadas en la. índole de del prob 
HSA) = y +A a HOYA) = x+ a Huy id) = x+y 50, TEARS currir a derivadas sucesivas parciales suele ser demasiado. complicado... 


Resolvemos el sistema: DS 
A Ejemplo 3 
y+A =0 a X+ = 0 a x+y-50 = 0. wdi D 


d 


dl En la página 184 se utilizó, para hallar los extremos absolutos de 
Resulta x= y a 2x = 50. di 


Luego, el punto crítico para F, con la restricción propuesta, tiene coordenadas ul h F: (uy) >.3x2+y2=x+1, 

x=25 a y= 25. at 
la restricción a la frontera del dominio que era la elipse de ecuación 
SS 
2 

Ejemplo 2 3 AE 
jemp HFa x=. 

Hallar tres números naturales cuyo producto sea máximo y su suma 90. q rr sy 


Si aplicamos el método de Lagrange, es 


F(x;y;z) = xyz con x+y+z = 90. 
H(Xy;A) = 3x2+y2—-x+1+A(xX2+ 


y2 
-1). 
a O 


Buscamos los puntos críticos de F,, o sea, de la restricción de F al conjunto, i 
= {(x;iyiz)/x+y+z~90 = 0}. MS HOY = 6x-1+24 
En este caso también es posible despejar una de las variables en la ecuación 4 à ey ) a 
de vínculo. Por ejemplo, z = 90-x-y. i ay 
Al reemplazar, resulta F(xiy;z) = xy(90-x—y) = F (x;y), y se buscan los pun- ZASS HOGYN) =2y+ Ka 
tos críticos de F, que es una función de dos variables. para 
Ra H0uy:A) = x2+ 
HQxyizA) = Flxyiz)+AG(xy;z) pies 


Si apllcames el método de los multiplicadores, es: 


y 
4 E 


i HéGyiz¡A) = xyz+A(x+y+z—90) 6x—-1+2Ax = 0 
+ El sistema para resolver es: Ay+xy =0 

Hi0uyiziA) = yz +A 
x 4x2+y2-4=0 
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1-6x 
En la segunda ecuación A=-4 si y +0. ; 
i 5 
p 2 e 
En la tercera ecuación y? =3. Obtenemos así los puntos críticos 


1 1 Ghz 

(a) 1 54) ti iy 

A 

Veamos ahora qué sucede si x=0 v y=0. Ge 
Para x= 0, la primera ecuación no tiene solución pues resulta —1=0. Lue- 

go, es x #0. ES 
Si y == 0, es x2 = 1. Obtenemos los puntos críticos (1;0) y (-1;0). S i A 


Por lo tanto, los puntos -críticos son (- 33) E 313) (1:0) y E a 


(-1;0). Estos puntos fueron hallados al estudiar los valores de F sobre su frontera ¿Qu 
en pág. 186. ú d 


Para el caso de dos condiciones de vínculo, el método de Lagrange propone a| 
dos multiplicadores. d Ny 
Para F(x;y;z) = u con G,(X:yiz) =0n Gyz) = 0, la función auxiliar H tiene ¿y i 
cinco variables y se define así: T > 


HosyiziA,:2,) = FOoy;z)+2,G,(6y:2)+A,G,06y:2). Sl 


El sistema que permite hallar los puntos críticos está dado por la anulación de fi 
las cinco derivadas parciales de H, o bien, por la anulación de sus tres primeras deri- 
vadas parciales y las dos ecuaciones de vínculo, B xo 


En el caso general, para u= F(x xj), con m condiciones de vínculo 
(m<n), se utilizan m parámetros y la función auxiliar según Lagrange, es: 


A E FOGA E Sep 2). Y Ex 


Como el método de los multiplicadores es eminentemente práctico, lo demostra- 4Y 
remos solamente en un caso particular, para tres variables y una condición de g 
vínculo. i ai ES 


Teorema de Lagrange 


F y G son funciones de tres variables, ambas con derivadas parciales continuas $à 
y las derivadas de G no son todas nulas, por ejemplo, G, +0. SeaF A la restric- 
ción de F al conjunto A = ((x:y;z)/G(x:y;z) = 0). 

Si (a;b) es punto crítico de F,, donde se anulan las derivadas parciales, enton- fi 
ces existe un número real A, tal que (a:b;c;A,) es punto crítico de la función H, de- 
finida asf: 
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S 


$ Demostración 


Siendo, en A, G(x;y;z} = O con G +0, por el teorema de existencia de fun- 
ción implícita, existe, en un entorno de (a;b), una función M tal que z= M(x;y) y 
G(x;y;M(x;y)) = 0 


Para c= M(a;b), es 


G;fa;b;c) G;(a;b;o) 


M'(a;b) = — “ab Ma My (aib) ag “Glaibio) e 


” según la fórmula para derivar una función definida implícitamente. 


Además, es F(x:yiz) = Flxy:MQxy)) = F (x;y). 


Por hipótesis Fa tiene un punto crítico en la; b) donde se anulan sus derivadas 
parciales. 


Es decir, Fi (a;b) = 0 ^ Fs (@b) =0, 


Pero F, puede considerarse como función compuesta de variables independien- 
p les X e y, con variables intermedias x,y,z (ver pág. 148). 


Si aplicamos la regla para derivar funciones compuestas, es: 

Fr (ab) = F'(a;b;c) +F; (a;b;c) M’ (aib) = (8) 

(Fx SE Y ) 

ij x 9x Y ðX z x 
e 

Análogamente, 

F (25D) = F (aib;c) +F (a;b;c) M; (aib) =0 (4). 
Si en (3) reemplazamos M (a;b) según (1), obtenemos: 


G;(a;b;c) 


F'(aib;c)~ F(a:b;c) TE = 


Análogamente, si en (4) reemplazamos M/(a:b) según (2), resulta: 


G;(a:b;c) 


Fila:bio)—Ffaibic) Gba ” 


á Hocyiza) = Floyiz)+AG(xyiz) donde (a;b;c) pertenece al dominio de F y 
De la primera ecuación: à =-—2— si x #0. 1] Yde G. 

2x O sea, probaremos que los puntos críticos de F,, donde se anulan sus derivadas 
` parciales, son puntos críticos de H. 


Luego, ~8x = 1-6% = -2x=1 => x=--7 PES 


F:(a:b;c) 
Haciendo A, = ~ -=——— (5), queda: 


de a) Producto máximo y mínimo de tres números positivos X,y,Z, tales que 
G¿(a:b:c) E 


x+y+z = 5 a Xy+yzZ+zZx = 8. 


F(aibic)+A G'{a;b;c) = 0 a F'(a:b;c)+A,G'(ajb;c) = 0. i 
x ox y o` y 


Además, por (5) — F:(aib;c)+A,G;(a:b;c) = 0. DO RESPUESTAS A EJERCICIOS 
Obsérvese ahora que: e BN cariTULO 6 
¡a HX A ELY iZ AA —_ A + A A T Een 
^ an . Sección I 
H Xyz) = Fbxy iz) +AG (x;y:z) TE 
R < 


TEA 12) ANY AY 2), 
Huy iziA) = F (y iz) +AG'(<:y:z) Š 


À à a 
AN ie T S p 1 LS 
A = Glkyiz). a 2) arcul =T- OS Di Y-0+3 Ne AT, 
Por lo t E "(ajbic;A.) = F'(ajbic)+ "(a:b;c) = 0. i a 
or lo tanto, — Hi(a;b;c;A,) r (a;b;c) +A „G; (a;b;c) Te P > ds di : 
> HOPAS e O A a E 
También, Hi(a;b;c;à,) = O a Hi(a;bic;,) = 0 a Hi (a;b;c;à,) = 0, y queda de- PARAS 3) ecos y = 1+x+ 3 z +76 2 4 
mostrado que si (a;b) es punto crítico de F,, entonces (a:b;c;a,) lo es de H. No 
I 
Smi 0 4x3 —6x2y2 cos cy + 4xy? sen cy + y* cos cy) 
Del teorema surge que los puntos críticos de la función con variables condicio- O T,=- (x‘cos cy —4x%y sen cy ~6xĉy? cos cy y y A feos] 
nadas pueden encontrarse ubicando los ; puntos críticos de la función auxiliar pro- % És col 
púesta por Lagrange. i i 
WO 4) yinx = (x- 1)y? — 3 (x-1)2y2+T,. 
> E 1 
EJERCICIOS i TS 5) cos xy =1- 3 xey? T 
1) Resolver los problemas de la sección anterior, aplicando el método de Lagrange. A H g AS 6) x3—2y3+3xy = -9+9x-1)-21(y-2)+3(x- 1)2+3(x-1y-2)-12(y-2)2+ 
H Sy 
2) Hallar tres números positivos x,y,z, tales que x?y4z6 sea máximo siendo S N +(x-1)8-2(y-2)%. 
x+y+z = 1. i Da 


3) Hallar máximo absoluto de F: (xiy;z) > x—2y+2z sobre la superficie 
S = {{(X;y;2)/ X2 +y? + z2 = 9}. 


+(x-1)3+(x—1)(y +22 


E xy? e xy 
4) Hallar el triángulo de área máxima y perímetro 2s. 8) senxsen y = xy - -5 + Ts 
(Usar la fórmula área? = s(s--x)(S—y)(5—Z) con x+y+z = 28) a E 
a y 
= —> - —— +T. 
5) Hallar tres números positivos x,y,z, tales que xy?z? sea máximo si x+y+z = 18. 9) exsen y = y+xy+ 6 4 


6) Puntos críticos para F: (x;y) > x?2+ 12xy+y? sobre el círculo de ecuación 40) In x2 iin y2 = (x-1)+(y-1)- 1 x-1)2- 1y- Go 
x+y2=4 y x 2 2 
dis Y z: 
o 24 y2 ELE z 2 
7) Mínimo de F: (xy) > x?+y? sujeta a la restricción ta =4. 2 S +Ly-1p+, F(0,9;1,1) = 0,01. 
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7) x3-3xy+y?x-7 = 4+13(x1)-7(y+2)+3(x-1)2-7(x-1)y+2)+(y+2)%+ 
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MAA AR A A 


Aa A 


E O 7) F02) =7 mínimo absoluto F(4;5) = 22 máximo absoluto. 


Ar 2 242 4 
l 11) cosxcos y = 1- % = +7 + 2 + y +T.. su iN 
: 24 > A 2V5 

y E 8) cubo 9) cubo 10) radio de la base 2+ 5 
y, cos 57 cos 57 = 0,9907374. g 

i 3 3 11) F(0;3) = F(0;-3) = -9 mínimo absoluto. 

l F(3;0) = F(-3;0) = 9 máximo absoluto. 

E Sección li B S 
p 1) a) F(2;1) mínimo local (0;0;0) punto de ensiliadura. asi ON 
qa b) F(2;-2) mínimo local (-2;-2;-36) punto de ensilladura. il S 1.14 

, A Ad I>> 3) F(1t;-2;2) = 9 

] 9.4) 6 3'2 

co) F 73 mínimo local. e i e 
y AS 4) triángulo equilátero 5) 3, 6 y 9. 
d) FS: -$) mínimo local (0;0;0) punto de ens. t i a 6) (vZ; v2, (v2; vV, (W2-V2) y (-V2; -VĀ. 
3 ngi ibà 7) ere ==) 
i e) ($:$) mínimo local (0;0;0) punto de ens. di Bb a2+b? ° a?+b? / 
$) F(1;0) mínimo local (—1;0;2) punto de ens. : Eg 42) (di 3) E 4 2) 112 
> m P a rr ll Vi Al 
: TO 753 a zy "máximo 


h) F(a;a) máx. local si a>0 o F(a;a) mínimo local si a<0. (0;0;0) punto de ens. 
i) F(0;0) máximo local F(0;2) mínimo local (1,1;0) y (~1;1;0) puntos de ens. 
j) F(1:2) = -28 mínimo local (2;1;-26) punto de ens. 

F(-1;-2) = 28 máximo local (--2;-1;26) punto de: ens. 
K) F(0:2) = -32 mínimo local F(0;--1) = —5 máximo local (0:0:0) pto. de ens. id E 


F(2:2:1) = F(2:1:2) = F(1,2:2) = 4 mínimo. 


2) a) (0:0), (0:3), (3:0) y (151). S 
Ha b) (0;0), (0;2), (3:1), (6:0) y (6:2). 
EA, 


i A3? 3 13 


Ja (= 5, 3) y (- 3,43) pic 
3:37 ga 3/7 ef 


d) (0;0), (- 20), (0:18) y (0;-V5). e 
ao 

3) x =y = z = 200. ES -5 ES 
4) cubo de arista 10. ep 
j a 


5), 400, 400 y 400. 


6) x = 20, y = 20, z = 10 (z es la altura). 
195. 
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7. INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 


pay La integral definida simple, es decir, aplicada a funciones escalares, -es-Uun-con-— 


cepto que puede extenderse a campos escalares. Si el campo escalar es una fun- 
ción de dos variables, la integral definida recibe el nombre de integral doble. Se co- 
mienza considerando la integral doble para funciones definidas y acotadas sobre 
rectángulos planos, de lados paralelos a los ejes, y luego se extiende la definición 
a recintos planos más generales. El planteo inicial es totalmente similar al de inte- 
gral definida simple y pueden utilizarse extremos de conjuntos de sumas superiores 
o inferiores, o bien, de sumas intermedias. 

Si el campo escalar es una función de tres variables, la integral es triple. 

El cálculo práctico se reduce, en ambos casos, al de integrales simples suce- 
sivas. 

La generalización puede hacerse en forma similar para funciones de n va- 
ríables. 

Así como el acercamiento intuitivo al concepto de integral simple se puede efec- 
tuar aproximando el área de un recinto plano de ordenadas mediante sumas de 
áreas de rectángulos, inscriptos o circunscriptos en el mismo, la idea geométrica 
que lleva a la integral doble aparece si se desea asignar un volumen al sólido S que, 
en el espacio tridimensional, está limitado por la superficie correspondiente a una 
función no negativa F y los planos de ecuaciones z = 0, x = a x=b, y=0, y=d, 
donde la función F está definida y acotada sobre el rectángulo 


R=((xy)/a=x<bncsy<d). 


z 


z = Fly) 
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i El volumen de este sólido puede aproximarse sumando los volúmenes de pa- 
Y ralelepípedos inscriptos en el mismo. i 
Por ejemplo, si se subdivide el rectángulo R en cuatro rectángulos: 


q Rp Ry R, Y Ra 
a y se consideran cuatro paralelepípedos, cada uno de los cuales tiene a uno de los 


rectángulos como base y al ínfimo de F en dicho rectángulo como altura, la suma 
de los cuatro volúmenes es menor o igual que el volumen del sólido. 


Es decir, V(PJ+VU(PJ+V(P,)+V(P ) = V(S), donde Po Po Ps y P,’ son 
los paralelepípedos inscriptos en S. 


Análogamente, considerando el supremo de F sobre cada subrectángulo y lla- 


Y mando Pi P, Ps, P, alos paralelepípedos correspondientes, es 


V(P)+V(Po)+V(P/)+V(P») = V(S). 


O sea, una definición apropiada de volumen debe permitir: 


Ss V(P) = V(S) = S, VIP), 
1=1 i=t 


a donde P, son paralelepípedos inscriptos en el sólido S y P; circunscriptos al mismo. 


Si volvemos a subdividir cada uno de los cuatro rectángulos de torma análoga, 
la aproximación por defecto y por exceso mejora, en general, con cada refinamiento 


> de la subdivisión. 


En resumen, si. el volumen existe (por ejemplo si F es continua), se desea que 


A cumpla propiedades similares a las del área. 
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a 


TORIO: APS LON ISO LOA 


N 


Así: 

1) Para todo sólido S: V(S) = 0. 

2) Si S es un recinto plano, entonces V(S) = 0. 

3) Si S , Y S, son dos sólidos congruentes, entonces V(S y MS.) 


4) Si S ES, entonces vS) = V(S,). 


5) SiS=S Y S a Y S 0 S, tiene volumen nulo, entonces V(S) = V(S y VS). 


6) Si A es un paralelepípedo de base rectangular R y altura c, entonces VÍA) = 
=abc donde a y b son las longitudes de los lados de R. 


La función volumen, que cumpla las condiciones pedidas, se puede obtener me- 
diante la integral doble de funciones no negativas continuas y se extiende a sólidos 
cuyas bases son recintos planos simples no rectangulares. 

Las consideraciones efectuadas hasta aquí sólo sirven para interpretar geomé- 
tricamente las sumas inferiores y superiores que se verán a continuación y justifican 


la definición que se dará más adelante para volumen de un sólido que cumple cier- 
tos requisitos. á 


l. Integral doble 


Elegimos un campo escalar F, de dos variables, definido y acotado en un rec- 
tángulo R= ((xyy)/a=x=xbnc<y<d). 

La función F, al estar acotada, admite supremo e ínfimo, según el axioma de 
continuidad del conjunto de los números reales. f 


F(a;c) supremo y, en este caso, máximo absoluto de F en R. 
k ínfimo de F en R. No tiene mínimo absoluto. 


Veremos ahora algunas definiciones análogas a las ya conocidas para funcio- 


* nes escalares. 
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Subdivisión 


Sea P =[a O Xp = b] una subdivisión del intervalo [a;b] y 
P =[c= Yy AS = d] una subdivisión del intervalo [c;d], según las defini- 
AA 
ciones conocidas en la recta real (Cálculo 1 - cap. 1 a 
Estas sendas subdivisiones originan una subdivisión del rectánguio R en n.s 
subrectángulos. A 
El estat cartesiano P =P, x P a es una subdivisión del rectángulo R. 


Cada subrectángulo de ta subdivisión P es 


R= (y), EX EX A Ya EY =y¿coni=12,.,0n  1=12,..5 


Norma de una subdivisión P es la longitud máxima entre las longitudes de las 
diagonales de todos los rectángulos de dicha subdivisión. 
O sea, 


[IPI = Vx 07, 7 
si Ri es el subrectángulo cuya diagonal tiene longitud máxima. 
Además área (R) = As = A. TY. 4) 


indicamos ahora la condición para que una subdivisión P’ sea más fina que otra 
subdivisión P: 


si P=P,xP, y P'=P, xP, 


entonces P' es más fina que P si y sólo si P es más fina que P, y P, es más fina 
que P, 5 l 

Como F está acotada en el rectángulo R, también lo está en cualquier subrec- 
tángulo de una subdivisión. 


Suma inferior de la función F en el rectángulo R, correspondiente a la subdivi- 
sión P, es la suma de los productos que se obtienen multiplicando el ínfimo de F 
en cada subrectángulo por el área del mismo. 
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Es decir, si mjes el infimo de F en el rectángulo Ré 


sm = 2 LM ON A 
O bien, e i > 
SP IR TY EM XXY Y EM AA 2 A 


E A A Y —. 


Análogamente, suma superior es la suma de todos los productos que se ob- 
tienen multiplicando el supremo de F en cada subrectángulo por el área del mismo. 


ES Pel 
Sp(F) = 2 2 MX Y) donde M, es el supremo de F en el rec- ES 

tángulo R, m 

Ejemplo s i 


Siendo F: (xy) > 25=x2=y2 definida sobre el rectángulo R = [0;3] x [0;4] 
hallar suma inferior y superior para cada una de las subdivisiones siguientes: 


1) P=P,xP, si P, =(0:3] y P, = [0;4}. 


2) P' =P, xP; si Pi = [0;1;3] y P; = [0:1:4]. || 
3) P” = Pr x PY si Pr = [0;1;2:33] y PY = [0;1:2,3:4). i 
z idi 

d 

"l 
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> 1) P, =[03]  P,=[0;4] P=P, xP, 
a S (F) = F(3:4) 12 =0-12=0 
p 
TO = S F= F00) = 5E 
2) P = [0;1;3] P} = {0;14] P=P,xP; 
a S (F) = F(4:1) + 1+F(3:1) -2+F(1:4) :3+F(3:4) 6 = 
EN PO =23:1+15:2+8-3+0-6=23+30+24 = 77 
sa Sp (F) = F(0;0) + 1+F(1:0) : 2+F(0;1) -3+F(1:1) -6= 
ia = 25 - 1+24 - 2+24 -3+23 - 6 = 25+48+72+138 = 283 
a y 
e A 
= 3 
Si 2 3) Py =[0:1:2:8] Py = [0;1;2;3;4] P" = Py x Py 
1 
Y 172.03 ES 
= S (F) =F(1:1) 1+F(1:2) -1+F(89) - 1+F(1;4) + F(2;1) + 1+F(2:2) 14 
8 er 


+ F(2:3) + 1+F(2:4) - 1+F(3:1) - 1+F(8:2) :1+F(8:9)  1+F(8:4) 1 = 
= 154 
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IR IES SONAS ER NS GA, 


CIR NS NA NA OSA A MAN EA IN 


Sp. (F) = F(0;0) + 1+F(0;1) > 1+F(0;2) - 1+F(0:3) - 1+ F(1;0) + 1+F(1:1) -1+ 


y + F(1,2) + 1+F(1;3) + 1+ F(2:0) - 1+F(2:1) - 1+F(2:2) - 1+F(2:3) -1 
DN = 238 


Resulta S (=8 (sS (Pa SF) = Sp (F) = S, F). 
Una suma intermedia para P es, por ejemplo, 
` Sp(F) = F(1;2) - 12 = 20 + 12 = 240. 


Resulta s.m = Sp(F) = 5,(F). 


il 


Como puede observarse, el cálculo es totalmente análogo al correspondiente a 
funciones escalares, con las dificultades lógicas al pasar de una a dos dimensiones. 


Demostraremos ahora las propiedades sugeridas para sumas inferiores y supe- 


i riores. 


Lema 1 


Si F está definida y acotada en R = [a;b] x [c;d], para cualquier, subdivisión 


à P, la suma inferior no supera a la suma superior. 


O sea, YP:S (F) = S,(F). 
E $ 


Demostración 


el supremo. 
Por definición de ínfimo y de supremo, resulta Vivim =M. 
Luego, y i 
n, $, n 


> MAX Y.) E > > MW Y) 


1 j 


i isi j=l 


3 es decir, S (F) < SF). 
; P 


Lema 2 


De acuerdo con las definiciones de suma inferior y superior, en la primera in- 
terviene el ínfimo de F en cada subrectángulo de la subdivisión P y en la segunda 


Si F está definida y acotada en R = [a;b] x [c;d], P y P’ son dos subdivisio- 


nes de R, siendo P’ más fina que P, entonces se verifica 
5 i a a e 
EEN 2) SF) = Sp(F). 


= 202 


Demostración 


Sea R; un subrectángulo cualquiera de la subdivisión P. Puede suceder, para la 
subdivisión más fina P’, que haya permanecido invariable o que haya sido reempla- 
zado por un número finito de subrectángulos cuya suma de áreas coincide con el 
área de Ry 


En la primera situación, su contribución a la suma inferior S {F) es la mis- 
p 


ma. En la segunda situación, el producto MXX Y.) será reemplazado 
por una suma de productos en cada uno de los cuales aparece el ínfimo de F en el 
subrectángulo parcial, que es mayor o igual que mM Por lo tanto, si llamamos Ti a 


la suma de dichos productos, 
mr DVT) ST 
Como esto sucede para cada rectángulo de P, queda justificada la primera parte 
de la tesis. 
Análogamente se procede con la segunda. 


Lema 3 


Si F está definida y acotada en R = [a;b] x [c;d], y P y H son dos subdivisio- 
nes cualesquiera de R, entonces la suma inferior de una cualquiera de ellas no su- 
pera a la superior de la otra. 


Demostración 


Sea T un refinamiento común a P y a H. 
Si P=P 1X Pp, y H=H 1X Ho un refinamiento común puede hallarse ha- 


ciendo T=T, xT, con T, = P UH, y T,= PU Hy 
Por el lema 2, es 


se = S (F) (primera parte) ^ SF) = S,(F) (segunda parte) 
T 
Vinculando las relaciones anteriores mediante el lema 1, queda: 
S (F) = S (F) = S,£F) = S(F). 
P T 


Luego, por transitividad, es: S (F) < S,(F) donde P y H son dos subdivi- 
P 
siones cualesquiera de R. 


EJERCICIOS 
1) Siendo F: {x;y)— 6 — $ x- 2 y, definida sobre el rectángulo 


R = [0;2] x [0;3], haltar suma inferior y suma superior para cada una de las si- 
guientes subdivisiones: 
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a) P=P, XP, siendo P, = [0:2] P, = [08]. 
b) P' = P; x P, siendo P; = [0;1;2] P; = [0:2:3]. 
c) P = PY x P? siendo PY = [0;1;2] P7 = [0,1:2:8]. 
2) En el ejercicio anterior, hallar en cada caso una suma intermedia. 


3) Para el mismo rectángulo y las mismas subdivisiones del ejercicio 1, hallar sumas 
inferiores, superiores e intermedias para F: (xiy) -> 2+x2+y2. Verificar que se 


Como f F es el supremo de A, o sea, la menor de sus cotas superiores, re- 
R 


Il 


sulta 


cumplen las propiedades demostradas en los lemas. 


li. Integral doble según Riemann 


Si llamamos A al conjunto de todas las sumas inferiores de una función F, defi- 
nida y acotada sobre el rectángulo R = [a;b] x [c;d], podemos observar que el 
conjunto A está acotado. Una cota inferior es el producto m(b—a)(d—c), donde m 
es el ínfimo de F en R. Una cota superior, de acuerdo con el lema 3, es cualquier 
suma superior. 

Por el axioma de continuidad del conjunto de los números reales, existe el su- 
premo del conjunto A. Dicho supremo recibe el nombre de integral doble inferior de F 
sobre el rectángulo R. 


Es decir, supremo de A = ffr 


Análogamente, el ínfimo del conjunto B de sumas superiores es la integral doble 
superior. 


O sea, ínfimo de B -Í F. 


Puede demostrarse ahora cue (| =|| F. 
R R 


1) Demostración 


Como fj: es el ínfimo de B, YP: S (F) -Í| F, donde S (F) es una cota 
f P R P 
inferior cualquiera del conjunto B. 


De la relación anterior resulta cuo || F es una cota superior para el conjunto 
R 
A de sumas inferiores. 
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S 


o, 


4 2) Otra demostración (Por el absurdo) 


Suponemos ff >] E 
JR R 


De ta suposición anterior, resulta el siguiente esquema: 


0 n fef, 


como f F es el ínfimo del conjunto B de sumas superiores, a5,(F)eB 
R 


tal que Sp(F) <Í F+ E: Si- no fuera asf F+ 2 sería una cota inferior 
R R 


de B mayor que el infimo. 


Análogamente, como f F es el supremo del conjunto A de sumas inferiores, 
R 


aS (F) tal que S (F)> f Ft g. 
H "Ja 3 


Si a (2) le restamos (1), resulta: 


= Mí 2h 
ze a pai 
SP EF) > Í £ f i 
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i Luego, S (F) — 5,(F) >> = $ (F) > S¿(F), absurdo según el lema 3, Por propiedad del supremo, 
? H H 


) Por lo tanto, se verifica la tesis. 


Ve>0 38 eA tal que S =fr (i). 
H H R 


y Por consideraciones anteriores, es también: 


) míb—alíd=0) = J F -f F < M(b—alíd—0), 
y Je R 


) donde m es el ínfimo y M el supremo de F sobre el rectángulo. 


Como || F ẹs el infimo del conjunto B de sumas superiores, por propiedad 
R 


del ínfimo, 


e — € 
35,€B tal que S, <Í, F+ 7 (2). 
, Definición 


, Siendo R = [a;b] x [c;d], 


` F integrable en R => f F=f E 
) Y A R 
) 


El valor común se llama integral doble de F en R, según Riemann: 


] Sed, *-f 


J Puede anotarse también Í Fluy) of] F(x;y) dx dy. 
R R 


Al ser f F -f| F, resulta el siguiente esquema: 
R R 


jo 
lo 
gl 


ps IN Ln: 


Si P es un refinamiento común a H y T, por el lema 2, es: 


S>=S (8 S s5. (4 
88,0 y 55, 4 


De (2) y (4), por transitividad: S, <f F+ 5 
Ja 


` Condición de integrabilidad (según Riemann) 
) 

F definida y acotada en R = [a;b] x [c;d] es integrable si y sólo si para todo PE T € 
| número positivo e existe una subdivisión P de R, tal que y de (1) y (3), por transitividad: a. E A Pp 
SpF) -S (F) < € = A 

+ Restando las dos últimas desigualdades: So = S; <e€, que es la condi- 
) : ción propuesta. 
—Ó Primera parte 
Si F es integrable en R, entonces se cumple la condición. 


+ 


% Segunda parte 
y Demostración 


3 Como F es integrable, es fl E -f F, donde Í F es el supremo del 
R R JIR 


Si Ve>03P tal que S, - $ < e, entonces F es integrable. 
P 


Demostración 


5 conjunto A de sumas inferiores. 
a 
: 206 


Por propiedades anteriores, para cualquier subdivisión P del rectángulo R, es: 
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Restando resulta: 


PONENS o ea e 


REE O 
teorema anterior 


Luego veo:os [| F- f F<e. Como ambas integrales son números 
R R 


reales, se verifica Í F [| F y la función es integrable. 
R R 


Utilizando la condición de Riemann, puede demostrarse que toda tunción conti- 
nua sobre un rectángulo es integrable en él. 


Teorema 
Si F es continua en R = [a;b] x [cid], entonces F es integrable en R. 


$ Demostración 
nos 

Sabemos que YP: Sp =S; = 2 2 (Mm 0, Y.) donde, al ser 
F continua en R, M, es el máximo absoluto que alcanza F en R; ym, el mínimo ab- 
soluto. 

Por el teorema de Heine para funciones de dos variables, F es uniformemente 
continua en R. Por lo tanto, la diferencia entre dos valores de F puede hacerse, en 
valor absoluto, menor que cualquier número positivo que se elija. Para ello, basta 
tomar los puntos, en el dominio de F, suficientemente próximos. 


O sea, VE>030>0: (V(x =x 2H -y< = Fixy) — Flxy y )|<e). 


Elegimos una subdivisión P del rectángulo cuya norma sea menor que 3. En 
cualquier subrectángulo de P, la diferencia entre dos valores de F es menor que e. 


Esta relación se verifica también para el valor máximo y el mínimo que alcanza F 
en cada subrectángulo. 


Luego, We>03P, tal que, en todo subrectángulo R de P, es 


€ 
A CET 
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Para esa subdivisión P, 


nos 


€ ne 
LAR AO 


n, 


EE S A A E ES 
CEET È d LI = aag Aos € 


y se cumple la condición de integrabilidad. 


Propiedades de la integral doble 


Por los mismos métodos que se utilizaron en las demostraciones para integra- 
les simples, se pueden probar las siguientes propiedades: 


1. Si F es integrable en un rectángulo R, entonces también es integrable en 
cualquier subrectángulo de R. A 


2. Si F es integrable en un rectángulo R (de lados paralelos a los ejes) y R’ y 


R” son dos rectángulos que se obtienen dividiendo R mediante una paralela a uno 
de los ejes coordenados, entonces 


fl F - F f F (propiedad aditiva). 
A ' ." 


La propiedad se generaliza para cualquier número finito de subrectángulos. 


3. Si F y G son integrables en R y además V(x;y): Fly) = G(xy), entonces 


Jl 


4. Si F y G son integrables en R, entonces también lo es F+G y resulta: 


res Jele 


5. Si c es una constante y F es una función integrable sobre el rectángulo R, 


entonces 
f cF = ef] F 
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An 


Pas 


6. Sic, y c, son constantes y F, y F, son integrables en el rectángulo R, en- 
tonces 


na 
0 

j (e,F,+0,F,) = c, || F, +c, f| F, (propiedad lineal). 
EN R R A 


Esta propiedad generaliza las propiedades 4 y 5. 


7. Si F es integrable en el rectángulo R, entonces 


fiie 


de A a 4 
HL Integrales reiteradas (sucesivas o iteradas) 


\ 


Y 


Sea F una función definida y acotáda sobre el rectángulo R = [a;b] x [c;d]. 
Consideremos un valor fijo de la variable x, por ejemplo, x = Xy en el cual la fun- 
y ción F es integrable, respecto de la única variable y, en el intervalo [c;d]. 


d 
) Luego, existe el valor g(x,) -f F(x 3Y) dy. 


e 


) 
) 


7 
gix) = | F(x iy) dy 


} 
. Si FOXY) = 0, entonces g(x,) es el valor del área del recinto de ordenadas 
) plano correspondiente, 


Si F es integrable respecto de la variable y para cualquier valor fijo de x, com- 


f d 
y prendido entre a y b, queda formada una función g: [a;b] > R/g(x) a| Fly) dy- 


5 
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y 


Es conveniente la utilización adecuada de los diferenciales para precisar cuál es 
la variable de integración, aunque ello puede desprenderse de la observación de los 


extremos de cada integral. 
Si, a su vez, la función escalar g es integrable respecto de su única variable x, 


> b pfd 
puede calcularse A | g(x) dx -f i F{x;y} J dx. 


a a LJe 
Esta integral recibe el nombre de integral iterada y puede anotarse también 


b d 
} af F(x;y) dy, para simplificar la notación. 


a c 


b 
De forma totalmente similar puede definirse 'h(y) = | Fay) dx, y si h es inte- 
a 
grable respecto de y, 


d d b d b 
B -{ h(y) dy = | f F(xy) a] dy -{ vf F(x;y) dx. 


c c a 


Ejemplo 1 


Calcular integrales sucesivas para F: (x;y) -> x2 — yx + 5 sobre 
R=(xy)/1=<x=<412=<y=<3). 


4Fry=3 4 y? y=a3 
1) | i (x2-yx+5} dy | dx -f (y ETE x+sy) dx = 
tLJy=2 1 y=2 
E 9 $ 5 
= | [e 2 x+15) - B-20) a -| (e Žars) dx = 
2 
+ 1 
g(x) 
= ES 3. x2+5x) a (E -20+20) z (5 s2 +5) a2, 
3 4 m 8 304 4 


Obsérvese que, en el primer paso, al integrar respecto de la variable y, la otra 
variable x se considera constante. 


3f (x=4 3y x3 x2 
2) fe- yx +5) a| dy ES = 17 +5x) 
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3 3 
64 y 15 
E Es -8y+20) < (G S 4+5)] dy -f (- E y+96) dy= 
i 3 E 2 E ” 
Toue 
hly) 
s 135 69 
2 (- 13 y2+30y) z (- 2354108) - (15472) = Y 
2 4 4 


Ejemplo 2 


F: (xy) > x3y2— xy +1 sobre R = ((xy/0<x=<1 a -2s y =0). 


1 y=0 1 3 2 y=0 
1) | af (x3y2— xy | (eL -x£ + y) dx = 
0 y=-2 0 3 2 y=-2 
f 8 '/8 
= | 0 -(- Sea) | dx -Í (Qo+2x2) dx = 
0 0 3 
Ae ) aene Ag 
= (Bux +2x EES 
x»0 
0 xal o xí 2 x=t 
2) f af wyna] (2 y?- £y+x) dy = 
-2 Jx=0 -2 2 x= 


y=0 


=0(-2-1-2)a1, 
y=-2 3 


0 
oy ) A ) 
= ~tt} dy = = at 
K Dra ( 2 Y 
Trataremos ahora de relacionar las integrales iteradas con la integral doble. Pa- 
ra ello, tanto las sumas superiores, como las inferiores o intermedias, pueden tomar- 
.Se como sumas iteradas. 


En efecto, para las sumas inferiores, por ejemplo, es 


MA Y, A) MY) = 
le1 


s 
i=t jml jet ! 


= ` YY) Y mexa 
j=1 įst de 


Esto permite suponer que, exigiendo ciertas condiciones, la integral doble podrá 
calcularse mediante integrales iteradas o sucesivas. 
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Y 


Teorema 
Si existe f Fly) dx dy, o sea, si F es integrable sobre el rectángulo 
R 
d 


R = [a¡b] x [cid], y además para todo xe[a;b] existe g(x) >| F(y) dy, entonces 


č 


b 
_g es integrable en [an y f'awa aaff on E i A AE 
a R 


r a 
Es decir, f F(x:y) dx dy -FT Ely) a Jas 
R c 


a 


$ Demostración 


Consideramos una subdivisión cualquiera P del rectángulo R, tal que 
P=P,xP,, donde P,=[a= XX, 5-3X, = b] es una subdivisión de [a;b] y 
P,= [c= YY ¡iy = d] es subdivisión de [c;d]. 

Probaremos en primer lugar que: 


donde S es suma inferior y Sp suma superior de F en el rectángulo R para la 
P 


subdivisión P, y S y S, suma inferior y superior respectivamente para la fun- 
P, 1 


d 
ción de una variable g: [a;b] > R tal que g(x) = | F(x:y) dy, que existe por hipó- 


c 


tesis, y corresponden a la subdivisión P, de [a:b]. 


K] 
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Sea R,=[x_¿x]x yA Y] un subrectánguio de la subdivisión P. Sea m, el 
ínfimo de F en R; ¡Y M, su súpremo. 

Observemos” que m, es el ínfimo de F en todo el rectángulo R.. Si fijamos x, el 
ínfimo de F para ese valor constante, en el intervalo y, Yi esm, > z My Esto suce- 
de para cualquier x en el intervalo lx, ed 

Análogamente, si para x constante, es M, el supremo de F en ly, Y es 
M, = M, 


j 


O sea; ms 
fijo entre Xi, Y X 
También, como W Ya 0, es 


m s M, s M; donde m, y M, se consideran para cualquier x 


MV Y.) EMV.) = MY) 5 M0 Y, 
Estas relaciones se verifican en cualquier subintervalo y. 
sión P„, O sea, valen para j = 1,2,...s. 
Efectuando la suma, es: 


Y de la subdivi- 


Ss Ss E S S 
> MYY) E > my y.) = > MYY) = YM YTY- 


jat j=1 j=1 jet 


$ d 
pero MYY) 5 S., y 3, =| F 


(x;y) dy por definición de integral simple 
j=1 c , 


aplicada a la variable y en [c;d], que existe por hipótesis. 


Análogamente Èm- Yj- =S, 


j=1 


d 
= >| E(xy) dy. 
Pa 


c 


Por lo tanto, queda 


s d a A 
Y M0 Y.) S <| Fonas, = 
Pa 


F 4-4 
Ji e j=1 


y también 


: 
Zm y. as Fy) wÈ YY) 
O sea: 


D MY -Y,..) = 96) = D, Mlv y, ,) (1) donde x ex, x]. 
qet j=t 
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Ahora bien, g depende de x y está acotada en [x,_,:x,], por lo tanto tiene ínfimo 
y supremo en este intervalo y es m¡(g) = M9). valores ínfimo y supremo de g en 


el intervalo [x_x]. 


Por lo tanto, de la expresión (1), que se verifica para cualquier valor de g en 
[x (Xx) se deduce: 


S S 

Y m YY) = M0) = M0) = $ MYY) 

j=t j=t 
Multiplicando por XTX a >0, resulta: 


Sm YX) 5 MOX) 5 Mg) xs 


j=1 ja 


A TY a) 


Estas relaciones se verifican de la misma forma para todos los subintervalos de 


«a la subdivisión P, de [a;b]. 


> ds 


Efectuando las sumas: 


n 


>> Sn, A OY) = Y max x,..) = Y MO.) 


>. iel jat int de 


Como existe la integral doble f F(x:y) dx dy, por la condición necesaria y su- 


ficiente, según Riemann: 


Ve > 03P:S_-S <e siendo P=P xP, 
ES 1 2 


De la relación (2) surge: Sp -S s Sp-S 


Por lo tanto, aplicando la condición de integrabilidad a la integral simple corres- 
b 
g(x) dx. 
a 

Además, por propiedades de las sumas inferiores y superiores respecto de su 
integral correspondiente, es: 


pondiente, se verifica que existe f 
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En =|| Fo dx dy < Sp (3) 


b 
También S <S = s85 < 
AR f g(x) dx Sp, = Sp por (2). 


3 a 


b 
o sea: Es =/ g(x) dx = Sp (4). 


a 


Como S s f Fly) dx dy = 5, (3) 
P Ya P 
A 


ca b 
Sp = f g(x dx =S (4). 
P 


a 
Restando miembro a miembro (3) y (4), queda: 
b 


S -5p || F(x;y) dx dy 4 g(x) dx = S,- S 
p E P 


~ a 


o bien 
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Sa b 
-(Sp-S f| F(x;y) dx dy a g(x) dx = S -8 . 
P R f Poo 


Finalmente 


b 
f F(xy) dx dy — | g(x) dx 
R a 


b 
f Fay) dx dy a g(x) dx 
R a 


Como las dos integrales son números reales, resulta 


o y 
f FQuy) dx dy = | g(x) dx, 
R a 


s 8,-8 . 
P 


Luego, Ve>03P: 


<Sp-8 < 
P 


P 


P 


la 


Se > Dr rd 
a es asor [| Fíx;y) dx dy -Í i F(x;y) ayl dx, que es la tesis. 
R aldo 


Si en el teorema anterior intercambiamos x e y, se prueba: 
b 


SS si exito || Fx:y) dx dy y también existe h(y) = f F(x;y) dx para todo y efc;d], en- 
pa R 


a 


S d drpb 
z tonces-oxs- “niyay sino (| Ely) exdy -f i Foods Jo - 
a c R elJa 


a Aplicación 


Calcular ff (Vx+y-3x2y) dx dy siendo R = [0,1] x [1:3] 
R . 


m 1 3 
vid a) ff (Vx+y-3x2y) dx dy = f h (VX+y-3x2y) o |e = 
R y 


OL. y=1 


1 
-f (2V3 +4 — 12x?) dx = £ 
0 


> b) Podemos calcular también la integral doble cambiando el orden en las inte- 


A grales sucesivas. 


y af fxs 
SS Resulta ff (VX+y-3x2y) dx dy -Í ( (Vx+y-3x?y) ad dy = 
R 


1L3x=0 


3 3 


== 3 x.1 3 
A (Liso ) z E x ) A gyed 
2 Es +xy- xy i q Y y dy 3 e 7 


1 1 
a Según el teorema anterior, si existe la integral doble y existe una de las inte- 
=> grales iteradas, entonces también existe la otra y las tres coinciden. 

Sin embargo, la existencia de integrales sucesivas no permite asegurar la exis- 


z tencia de la integrat doble. 
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Por ejemplo, consideremos la función F definida sobre el rectángulo 
R= [0;1] x [0;1] de la siguiente manera: 


1 sixgQ 
F: (xy) > 
4y3 si xeQ 


4 1 
En este caso | í Fbcy) a] dx = 4. 


o o 


En cambio, no existe la integral doble, pues ff + fF Tampoco existe la otra 


integral iterada. 


EJERCICIOS 


1) Calcular las siguientes integrales iteradas: 


a) E dy [oa dx 


5 4 
b) | af {(xy—y?x?) dy. 
0 o -3 


-2 
2) Calcular fl F(x;y) dx dy siendo 
R 


a) F: (xy) > x2-3y+5 
b) F: (y) > 4x—y+xy 


2 
o) F: y) > E 
14x2 


R=(y)/1=<x=42-3=y=<2) 
R =1[-2;0] x [0;3] 


R = [-1;1) x [0;2] 


1 si ygQ 
3) Siendo F: (xy) > R = [0;1] x [0;1), calcular, si existen, inte- 
3x? si yeQ 


grales sucesivas. 


IV. Integración sobre regiones no rectangulares 

Para definir integral doble sobre una región plana no rectangular, es necesa- 
rio considerar especialmente su frontera, pues, al efectuar subdivisiones, dicha re- 
gión puede no estar cubierta exactamente por rectángulos. 
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J 
4 


piscis 


me 
X 


Para la región DGR?, los rectángulos que no están totalmente incluidos en D 


$ son tales que la suma de sus áreas puede hacerse arbitrariamente pequeña si se 
consideran subdivisiones suficientemente finas del rectángulo [a;b] x [c;d]. Cuan- 


do esto sucede se indica que la frontera de la región D es un conjunto de área nula, 


@ Pues puede incluirse en la unión de un número finito de rectángulos cuya área total 


tiende a cero. 


a Conjuntos de área nula. 
” Definición 


Un conjunto plano ACR? tiene área nula si y sólo si, para todo número €>0, 


% existe una colección finita de rectángulos cuya unión incluye a A y cuya área total 


es menor que e. (Se entiende por área total de la unión de los rectángulos, la suma 


` de las áreas de todos los rectángulos que intervienen.) 


Los puntos aislados y los segmentos son conjuntos de área nula. 
Probaremos que toda curva plana, gráfico de función escalar continua, es tam- 
bién un conjunto de área nula. 


5 Y Teorema 


Sea f:[a;b]— R una función escalar derivable. La curva asociada C, de 
ecuación y = f(x) tiene área nula en R2. 


A = (a;f(a)) B = (b;f(b)) 
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Al estudiar aplicaciones de la integral simple, se probó que la curva C es recti- 


b 
ficable y su longitud es s = | a 1+[f'(9]? dx (Cálculo 1 - cap. 12). 
da 

Elegimos un número natural cualquiera n, y consideramos sobre la curva C, 
puntos P, P,, P,,...P, =B, tales que la longitud entre cada uno de ellos y el punto 
A es, respectivamente: 


(n—1)s 


A ASA pa 
Construimos, con centro en cada uno de dichos puntos, sendos cuadrados, de ® 


lados paralelos a los ejes coordenados y cada lado con longitud E. 


y} É 


E9 
o o 
A a 


Todo punto de la curva C se encuentra, respecto de algún punto P, a una dis- 


tancia menor o igual que 5 y, por lo tanto, es interior, al menos, a uno de los n 


cuadrados. Á 
i 165? i 
El área de cada cuadrado es y se han construido n cuadrados. El (UE 
n 
4 168? j 
área total es, entonces, TER 
i F 16s2 162 6 
Para cualquier €>0, basta elegir n tal que n <e€, o sea, n> za j 


y el área total correspondiente es menor que €. Se ha probado, entonces, que la 
curva C tiene área nula en R?. 


La misma propiedad puede demostrarse para la"curva asociada a una función €2 
escalar continua en intervalo cerrado, basándose en la continuidad uniforme de di- (que 
cha función. 
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Teorema 


Si f:[a:b] >'R es una función escalar continua, entonces la curva asociada C 
tiene área nula en R?. 


$ Demostración 


Por el teorema de Heine para funciones continuas en intervalos cerrados, f es 
uniformemente continua en [a;b]. 

Portotanto, paratodo-€ >0 existe 3 >-0, taque, para cuatquier par de puntos —— 
XX del intervalo [a;b], si lx, -x] < $ entonces lx) =f) <E 

. Fijado e, elegimos una subdivisión P = [a;x A = b] cuya norma sea me- 

nor que ô. 

Consideremos, por ejemplo, el intervalo [x,_.»X] Como f es continua en dicho 
intervalo, alcanza en él un máximo y un mínimo absolutos: M, y m, La gráfica de f, 
correspondiente al subintervalo [x, _ 4%] está incluida en un rectángulo R,, cuya lon- 
gitud de base es (X,—X,..,) y cuya longitud de altura es (M,-m,). 


n 


xÝ 


El área del rectángulo R, es (Mom) 
Si consideramos rectángulos del mismo tipo para cada uno de los.n subinter- 


Y valos de P, el área total o suma de áreas, es 


A= Y, M-m- 


i=1 


Por la continuidad uniforme, como la norma de la subdivisión es menor que e, 


se verifica M-m, < i= 
m bza para i= 1,2 
O € e x% € 
Luego A< Y PA A). TA Zex, J= b-a (b-a) = € y 
la curva C tiene area nula. 
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Ya hemos visto que una función de dos variables, continua sobre un rectángulo, 


es integrable en dicho rectángulo. 


nos 


El próximo teorema nos permitirá calcular integrales dobles sobre recintos pla- & 


acotados, cuya frontera tiene área nula. 


Teorema 


Sea F un campo escalar acotado y definido sobre un rectángulo R = [a;b] x 


x [c;d]. Si el conjunto C, de puntos de discontinuidad de F tiene área nula, enton- 


ces 


F es integrable sobre el rectángulo. 


$ Demostración 


Dado € ,>0, sea {R g Ra R un conjunto finito de rectángulos que cubre Ís 
C y cuya área total es menor que e, (existe porque © tiene área nula). 


Consideramos, para cada uno de estos rectángulos, otro rectángulo R; que in- 


cluye a R, tiene el mismo centro y cada uno de cuyos lados tiene una longitud doble. 


R (i 


Resulta: área de R; =4 área de R, 
` A(R) = 4 A(R). 


Como Ù A(R) = A(R)+A(R,)+...+A(R,) < €, 
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es A(R HAR) +... A(R?) <4€,. 


Llamamos 2£ a la menor longitud erítre los lados de los rectángulos iniciales. 
Si del rectángulo total R excluimos los puntos interiores a los rectángulos 
= 1,2,...,n), obtenemos un conjunto R’, cerrado y acotado. 

La función F es continua en R’ y también uniformemente continua en él. 
Luego, para todo € > 03ê(e) > O tal que, para cualquier par de puntos Y) 


(x.y) de R’, si Vx, xy y)? < 8, entonces FO y FO! <e (1). 


Consideremos ahora una subdivisión P del rectángulo R, cuya norma sea menor 


que 


$ y también menor que £. 


O sea ||P|| < mínimo (3, £). 


Con.esta subdivisión P probaremos que se verifica la condición de integrabilidad. Q 


Bk 


Sabemos que § p= IM go pT XYY 


i=1 j=1 


Para evaluar el valor de esta diferencia de sumas, dividimos los rectángulos ~ 


R; de la subdivisión P, en dos tipos: 
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1) los que tienen por lo menos un punto en común con algún R; 
2) fodos los otros. 


S 


yi 
iara 
TERAPIA 
R tipo 2 
| r P 
tipo 1 
I tI rta 
KOPE OPEREI 
E E 1413 
Lo tL ER e 
b X 


Separamos los términos de (1), según los dos tipos de rectángulos: 


Sy 


Ahora bien, todos los reci 
común con algún R Como la 
tángulo del tipo 1 tiene, como 


a 2 (M =m JA, + 2 (M,—MA,, 


siendo A; = XX DYTI) 


tángulos del tipo 1 tienen, por lo menos, un punto en 
subdivisión P tiene norma menor que €, cualquier rec- 
máxima longitud de lado, un número h menor que €. 


qz 


Luego, cada rectángulo de la subdivisión P, tipo 1, está incluido en el corres- 


pondiente R;. 
Como esto sucede para 


todos los rectángulos del tipo 1 (estos rectángulos no 


se superponen entre sí por tratarse de una subdivisión), resulta que la suma total 
a de sus áreas es menor o igual que la suma total de las áreas de los rectángulos R;, 


y. por lo tanto, menor que 4 €,. 


Es decir, DA, <4e,. 


+ 
Además, como F está acotada en R, existe un número real k> 0, tal que 


V(x:y)ER: |Flx:iy)] = k. 
Por lo tanto, Moms 


s ¡Mm s IM /+]-m] = 2k 


Entonces, 9; (M,—m,JA, = 2k DA, < 2k- 4e, = Bke,. 
f f 
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Para los rectángulos del tipo 2, por continuidad uniforme, resulta di Mi Tipo 2 
Vivj: MM, < €, 
si los puntos del dominio se han elegido suficientemente próximos. 


Luego, 5 (M,m/A, < €, 5 Aj s €,A(R), donde A(R) es el área del rec- EE 
2 2 
táñgulo total R. 


MIES Porto tanto, S¿=8"< E En O A E e — 
'P S 


do SE =E pu ` + X 
Si para todo €>0, hacemos €, = Ger Ye A , queda ES 
PJ € € i ; 2 
Sp- 8 <8k:—_—— A(R) ———— = € si [Pl] < mín(s,£). = 
PS 16k 2A(R) o OS B = ((xy)/c=y=d a 9,(y) = x = 9 (y). 
Se ha demostrado, entonces, que la función F es integrable en R. Sni 


g, Y 9, son funciones escalares continuas de variable y. 

Nuestro objetivo es ahora, como aplicación de los teoremas demostrados, cal- Sel 
cular integrales dobles sobre conjuntos planos no rectangulares. Para ello, consi- , 
deramos previamente las regiones que utilizaremos como recintos de integración. (ER S 


ad El recinto es convexo según el eje de abscisas. 


Las regiones que utilizaremos para integración serán de los dos tipos mencio- 
z nados o también regiones que pueden subdividirse en un número finito de las ante- 
riores. f 

Todas ellas se llaman regiones o recintos simples. 


i zi e ®  . Si un recinto es simultáneamente del tipo 1 y del tipo 2, lo llamamos “doble- 
Las fronteras de estos recintos están dadas por curvas que son gráficos de fun- W= ~ mente" simple. 


Recintos simples Sa R 


ciones escalares continuas. E de 
Fod > rá Ejemplos 
j 8: yA 
y > : 


i 
4 8 i ooy i 
ya 1 i i 1 
y» > 1 t H t 
1 $ 1 È 
m de H 1 t o 
| “r ” S E b mí kz 
A= ((xy)/a sx sb a f(x) = y = 1,00). poa A = (Quy)/a = x < b a Ex) = y = 900). 
. = (a sys A 
f, y f, son funciones escalares continuas de variable x. un a B = ((xy)/b = x = m a p(x) = y = gía) 
7 E C= ((xiy)/m<x<n a plx) = y = ho) 
Suele indicarse, en este caso, que el conjunto A es convexo en la dirección Q5 Si i 
tá Ei Recinto simple subdividido en tres regiones del tipo 1. 
= a 0 > 225 


mo 


2) 


de===4 


CID 


xI 


A = {0ye = y = d a fly) = x = p(y)). 
B = ((xiy)/d = y = s » fly) = x = gly)}. Sea R un rectángulo que incluye a D. 
Recinto simple subdividido en dos regiones del tipo 2. 


Fà(x;iy) si (x;y)eD 
G: (x;y) > 
0 si (xy)e(B-D) 


æ Junto de área nula. 


y se elige para incluir al recinto. 


Definimos ahora | F(x:y) dx dy -Í G(x:y) dx dy. 
JD R 


e o io 


al 


Sea F un campo escalar de dos variables, continuo sobre el recinto simple D. 
Queremos calcular su integral doble sobre dicho recinto, 


Consideramos la siguiente función auxiliar, definida en el rectángulo: 


Por un teorema anterior (pág. 222), G es integrable en el rectángulo R pues es 
Y continua sobre dicho rectángulo, salvo en la frontera del recinto D, que es un con- 


Además, la definición dada tiene sentido pues no depende del rectángulo que 


A =[(xy)/0 = y =d a ty) = x = g(y)). 
B = {(x;y)/a = x =b a h(x) = y = r(x)). 
C= ((xy)/b =x <m a ho) sysco} 


Recinto simple subdividido en dos regiones del tipo 1 {B y C) y una región del 
tipo 2 (A). 


Para integrar sobre cualquiera de los recintos de los tipos propuestos, vemos 
en primer lugar que dichos recintos son acotados. Por lo tanto, se puede incluir a 


Cualquiera de ellos en algún rectángulo de lados paralelos a los ejes, A 


En efecto, f G(x;y) dx dy = f Gíx:y) dx dy = ... 
A, R 
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xf 
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= (i F{x;y} dx dy, pues la función G se anula en (R,-D) y. por lo tanto, también la 
JID 


integral doble es nula en dicho conjunto. 


O sea, para hallar la integral doble de F sobre el recinto simpie D, considera- 
mos que dicha función se anula fuera del recinto D y calculamos su integral doble 
sobre cualquier rectángulo, de lados paralelos a los ejes, que incluya a D. 


Además, —G(xiy) =0 si y <f,(x) v y > 1,00 
A 


G(xy) = Fly) si t(x) = y = f(x). 


Luego, Vxe[a;b]: 


-Cálculo de integrales-dobles-sobre-recintos-simples ———— A mii 


a) 


F: D— R es una función continua. 

D es un recinto simple del tipo 1, limitado por segmentos incluidos en las rectas 
verticales de ecuaciones X= a y x= b, y por las curvas correspondientes a las 
funciones escalares continuas f, y f, tales que y =f (x) e y = f(x). 


Sea R = [a;b] x [c;d] un rectángulo que incluye a D. 
F(xiy) si (xy)eD 


Definimos G: (x;y) > 
O si (x;y)e(R-D) 


G es integrable sobre R y es f G= f F. 
dR Jo 


Para calcular [ES dx dy la reducimos a integrales sucesivas 
Ja 


bf frd 
| i G(xy) a| dx. 


d i 
Para cada valor fijo xe[a;b] exo | G(x;y) dy = g(x) pues G presenta sola- 
e 
mente dos discontinuidades en los puntos (xf (9) y (uf, 00). 
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ca y=.100 y=1200 y=d 
| G(x;y) dy = | G(x;y) dy A G(xy) dy dl G(x:y) dy = 
EA P i 


RYO bb — A a E 


y=t200) y=1200 
=0+ | Gíx:y) dy + 0 = | F(x;y) dy. 


y=1900 y=1,00 


Finalmente, entonces, 
i b fp y=ta0) 
[ F(x;y) dx dy -f l Foy) dy |dx. 
J30 al) ysti 


Ejemplo 


* Calcular ffos dx dy siendo D = {{(x;y)/0 sx s1 a x2< y <x+2) 
o f 


d 


Para hallar los extremos de las integrales sucesivas, fijamos primero un valor 
de x, por ejemplo x, y vemos cómo varía la ordenada y, sobre la recta x = x,, dentro 
del recinto. 

Los extremos del segmento AB están dados por y =x? e y =x, 2, en ese 


E orden. Lo mismo sucede para cualquier x fijo ubicado entre 0 y 1. 
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mamar 


ES IA OA AAN IN AA AS 


Por lo tanto, 


1 +2 
f (y+3x) dx dy = f H (y+3x) a] dx. 
D oLJy=x? 


También puede anotarse; 


1 yy =x+2 tra 
| af {y+3x) dy -í (+w) 
o ye 0.2 e 


1 
E (x+2)2 x4 177 4 
-Í [ea < ($) dx = l (Pero E -3x0+2) dx = 


0 o 


y=x+2 


2 


7 x5 3 y 
| XIHA a — E xt 
€ 10 Š xt42x) 


379 


6 60 ` 


b) Para un recinto del tipo 2, se procede en forma análoga: 


df (x=g0ly) 
Fx y) dx dy = f [i F(xuy) dx | dy. 
D cL x=g4ly) 


Ejemplo 
Cacuiar [| {(x2+8xy— 1) dx dy siendo D = [(xy)/1=y=2 1 y=<x=<3). 
D 
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Consideramos un valor fijo y = y, y vemos cómo varía la abscisa para deter- 


minar el segmento MN. i 
Los extremos de MN, en función de la ordenada, están dados por x=y, y 


x = 3, en ese orden. Lo mismo sucede para cualquier otro válor fijo de y entre 
y=1ey=2. 
2 x=3 
Luego, 11 (x2+8xy— 1) dx dy -f af (x2+8xy— 1) dx 
D 


1 x=y 


2 x? x=3 2 13 
-| (Fey) oof (ory - Ly+0)u = 
3 3 
1 x=y 1 
= (2 sey) 2 
EDS q 


Para resolver el cálculo anterior, se ha fijado primero la variable y, observándo- 
se luego cómo varía la abscisa x entre las dos curvas que limitan el recinto simple 
del tipo 2. 

Si se desea fijar primero la variable x, el cálculo no puede resolverse mediante 
un solo par de integrales sucesivas. Es necesario, para cambiar el orden de las in- 
tegrales anteriores, considerar al recinto como unión de dos recintos simples del 


tipo 1. 


E EN 
ii 
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2 yax 3 y=2 
[ (2 +8xy— 1) dx dy -| af (x2+8xy-1) dy + f af (2+8xy-1) dy = 
Jo 


t y=1 2 y=1 


vi 
= f {(x2y+4xy?—y) 


1 


y=x pa y=2 
dx +) eeyesi-y| 
2 


y=1 y=1 


dl 3 
| ote penaa AA 
1 2 
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Esta última parte del ejercicio resuelto, sugiere que las propiedades de la inte- 
gral doble para funciones definidas sobre rectángulos, se extienden también a fun- 
ciones definidas sobre recintos simples. 


Si D es un recinto simple, pueden probarse entonces las siguientes propie- 
dades: 


n [Jus fe 
2) Í (F+G)= fr fe 


3) Si D= D, U Dy donde D, n D, es un conjunto de área nula, entonces 


(E 


4) La propiedad 3 se extiende, por inducción completa, a n recintos en condi- 
ciones similares. 


Otros ejemplos 
Ejemplo 1 


Ubicar los extremos en las integrales sucesivas que permiten calcular 
l - Fx y) dx dy siendo D = (oeyro Exs4r0<y=2- . 
D 
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>” 


vd 


da x 
y=0, hasta la recta de ecuación y = 2- z 


4 y=2 - ž 
Luego, |= | af Ely) dy. 
o  ¿y=0 l 
Pero también el conjunto D puede considerarse como depa Ampie aal oa 
j ría entre el eje de $ 
ij s primero y (entre 0 y 2), observando que x varía a 
on xX 20, y la misma recta anterior, considerándola ahora con ecuación 


x = 4-2y. 


x=0 


¿2 
Resulta | =| a| 
0 
En este ejemplo, el recinto D es “doblemente” simple. 


Ejemplo 2 


aa za} 
Calcular -f xy dx dy para D = («yr0sxs4nixsys 25-X 
o 


a) 
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A 


o E a 


e a a a N a 


Si consideramos D somo recinto de tipo 1, fijamos primero x, entre O y 4, mien- 
tras y varía entre la recta y el arco de circunferencia. 


ON 4 y= Va sx? 4 ye y p 25x2 
) Resulta I= | af xy dy = ( E) dx = 
3 3 2 


3 
yr yx 


4 4 
A (25-x2) 9x? _ (E x3 B. og x 
-ffx 7 xX 32 dx = AZ xX 2 30 xo) ax 


b) 


) 


) 


) Si se cambia el orden de integración, 
y Yiones del tipo 2. 


Si fijamos y, entre O y 3, x varía desde el eje de ordenadas, de ecuación x = 0 
' hasta la recta de ecuación x= 4 y. Al fijar una ordenada y, 


es necesario dividir el recinto en dos re- 


entre 3 y 5, la abs- 
? cisa varía desde el eje de ordenadas hasta el arco de circunferencia de ecuación 
) X= V25-y2, 


\ E 


3 xy 5 fxmvaby? 
y Resulta | >| af "Xy dx ef af xy dx = 


0 x=0 3 x=0 


y 3 5 

ld AE to -5(4) 
, o dy + y 0 y?) dy SN 
y 


; =18+32 = 50, 


3234 
= 


Ejemplo 3 


X 
Calcular I || ev?) dx dy siendo D = (eso <x=3r0=y= al 
D 


xf 


i i 3s doblemen- 
El recinto puede considerarse tanto de tpa 1 como a Hpo apas esd 
á auna k 
j n ambos casos, el cálculo se re uce a Sia 
e a si se lo considera del tipo 2, fijando primero una ordenada, re: 


j P riv; " 
l= f af ed) dx, donde se tropieza con el problema de calcular una antideriva: 
a pa K3 
ek’, 
da, respecto de x, para 
ó e 
En cambio, al invertir el orden de integración, la integral puede calcularse di 
manera muy sencilla. 


E 3 48 1 
.l 3 3 1 ddr Laa] =L 291). 
= af | (y em) a= keða ge =g ( 
o y=0 o y=0 o 
Ejemplo 4 
Dibujar el recinto y cambiar el orden de integración para 
2 y=V2x=x? 
-f af Ebay) dy 
1 | y=2x 
y 
L 
cane i 
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En la integral propuesta se ha considerado al recinto del tipo 1. Al fijar primero x, 
entre 1 y 2, la ordenada varía entre la recta de ecuación y = 2-x y el arco de cir- 
cunferencia de ecuación y = V2x-x2. 

Al cambiar el orden de integración, se fija primero una ordenada y, entre 0 y 1. 
La abscisa varía entre la recta, considerada ahora con ecuación x =2-y, y el arco 
de circunferencia considerado como el gráfico de una función f tal que x = t(y. 

Para hallar la expresión de f, procedemos de la siguiente manera: 


Como es x= 1, queda: x= 1+ 1-y2. 


Luego, 1 -Í F(x;y) dx. 


o 


1 x= ty? 
of 


x=2=y 
$ Ejemplo 5 


Calcular Í dx dy siendo D el recinto plano limitado superiormente por la cur- 
D ; 
va de ecuación y= 1+ cosx, inferiormente por el arco de elipse de ecuación 
16 ÓN 1 y lateralmente por las rectas de ecuaciones x = 0yx=4, 


Dibujar el recinto y cambiar el orden de integración. 


yi 


y= 1+ cosx 


I E COS AKAA m mm 


xf 


Considerando al recinto D como recinto del tipo 1, el cálculo se efectúa me- 
diante un solo par de integrales sucesivas. 


4 y=1+ cosx 4 i 
t -f af dy -f (1+ COS X+ — 1532) dx = 
0 = -4 vie-x? o 2 
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E a i 
= (o sen x+ Lavie arsen )| = 


4 
o 


= 4+ sen 4+4 arc sen 1 = 4+ sen 4+27. 


Para cambiar el orden de integración es necesario subdividir al conjunto D el 
tres recintos del tipo 2. 


ás Ay, x=-are cos ty-1)-— 1+-CoSA. F O PR 
dx+| dy dx + y dx = 
0 0 x= arc cos (y-1) 


x=0 zen 
pa 2 4+ cos 4 F 
z af Vi y? dy a arc cos (y=1) dy + [4- arc cos (y=1)] dy = 
d 0 
-2 0 


2 
dE 
o 


= (yva y4 arc sen +) 


i +[(y-1) arc cos (y-1)-V2y=y?] 
2 


1+ cos4 


+ (4y-=(y—1) arc cos (y-1)+VW2y=y?) 


o 


= 4 arc sen (—1)+ arc cos 1+ arc cos (—1)+4(1+ cos 4)— 
— cos 4 arc cos (cos 4)+W1= cos? 4 — àrc cos (-1) = 
= 277+4+4 cos 4-4 cos 4+ sen 4 = 27r+4+ sen 4. 


EJERCICIOS 


1) Calcular las siguientes integrales iteradas: 


3 x=5 2r poza 
a) dy (x+2y) dx b) f daf pdp 
EUA o p=asena 
So 


2) Dibujar los recintos de integración que corresponden a cada integral: 


2 x=2-y 3 ya (3612 . 
a) | af 2 Flxy) dx b) f of Ey) dy 
y 
-6 xl 


o y=0 
2 y=x+2 3 y=2x , 
c) f af F(x:y) dy d) f af . Fy) dy 
-1 y=xl 1 y=3 
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~ = . - A ad 5 
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y, 5 x=10-y o eS Eo 
Sl e) af Ebay) dx f af Fbxy) dx 
Ì o x= -8 


y x=0 
3) Colocar los límites de ¡ ió i Í 
E po de integración para cada recinto y cambiar el orden de in- 
a) rectángulo ABCD siendo A= (0;0), B = (2;0), C= (2;1) D= (0;1) 
b) triángulo ABC siendo A = (0;0), B = (1,0), C = (1;1) ' 
€) sector circular con centro en el origen y arco AB con A= (1) y B = (1,1) 


4) Calar [| F(x:y) dx dy: 
D 


7 a) F: (xy) > 3x-y+1 D = {xy} x=0 a0 s 3y <3-x) 
b) F: (x;y) => x+y D = {(xy)/x = 0 a y = 0 A x2+y2 = 9} 
) 0) F: (Xy) > x2+y2 D= {xy sy sx axs 2 


y d) F: (x;y) > xy D = {x;y y =x? a y s x+2) 


e) F: (x;y) > 5xy-x?2y D=((xy)/0=y<xry=2,0<x< 3} 
f) F: (y) > x2-yx D=[(xy/1=x=4r0< y = 3+x) 


Ins x= y 
5) Calcular f af e*+Y dx. Graficar el recinto e invertir el orden de integra- 
=0 
ción. e 
6) Calcular i = {(x; 
) Í» dx dy siendo D ={(x;y)/y = 0 ^ x*+2y? < 4). Invertir el orden 


de integración. 
7) Dibujar el recinto y calcular: 


1 y=x 
r =1+ COS x 
a) j af xy? dy b) | dx y sen x dy 
o ya -x i s 


=0 
2 y= x y z 
` 1 ln 'x=3 cos y 
c sa 2 
) i af x Y d) f , of x2 sen? y dx 
=> x=0 


) 8) Dibujar el recinto y cambiar el orden de integración: 


À VE 
a > A 
l | ey dy + | Fly) dy 


0 = 
y=0 3% Jyo 


1 y=x va y V2=x? 
b) f dx Ey) dy ef af Fluy) dy 
o y= =x 1 y= Va? 


0 y= —x+1 1 y= —x+1 
d) f af F(x;y) dy af af Fà(x;y) dy 
-2 


y= -2x-1 o y= Vil 


0 y=V4-x2 4 y=2-2x 
e) f af Fly) dy -| of F(x;y) dy 
2 


o y= -2-x 


9) Caleiar [| (3x24-2y2) dx dy siendo D el triángulo limitado por las rectas de 
D 


ecuaciones y= 0, y= 2x, y = x+1. 


10) Calcular f (xy2+yx?) dx dy siendo D el triángulo limitado por los ejes coorde- 
D 


nados y la recta de ecuación x+y = 1. 


11) Calcular Í x2 dx dy siendo D el recinto limitado por las rectas de ecuaciones 
D 


y=X, y=0, x= 58 y la curva de ecuación xy = 16. 


12) Calcular Í sen y dx dy siendo D el triángulo limitado por las rectas de ecua- 
D 


ciones 2y = xX, 2X =y, X= r. 


13) Dibujar el recinto, calcular la integral doble y verificar el resultado cambiando 
el orden de integración: 


$ y=4 cos x 4 y=vV16=x2 3 Vex 
a) al y? dy b) | af 29% 0) f af xy? dy 
o Jy=0 o Jy= E o Y 
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V. Aplicaciones geométricas de la integral 'doble 
1) Volumen 


Si consideramos un campo escalar constante, definido sobre el rectángulo 
D = [a;b] x [c;d], el volumen del paralelepipedo recto que queda determinado se 
obtiene multiplicando el área de su base por F(x;y) que corresponde a la altura. 


__Sea, por ejemplo, F: (xy) >$5 sobre D = P 8 
Volumen = 3 - 4-5 = 60, 


416 
Por otra parte, f F(y) dx dy -f 5 dx dy = [f 5 oa = 
D D 


4 
= | (5y) 


4 


y=6 4 
a-f 20 dx = 60. 
y=2 1 


Consideraciones análogas a las efectuadas para definir el área de un recinto 
de ordenadas mediante integral simple, nos llevan a una definición “lógica” del vo- 


lumen de un sólido limitado superiormente por la superficie asociada a una función 
continua no negativa e inferiormente por un recinto plano simple ubicado en el pla- 


no xy. 
Definición 


Si F: D — R es una función continua no negativa y D es un recinto plano sim- 
ple, entonces 


volumen de S - FQxy) dx dy donde S = ((x;y;2)/(xy)eD a 0 = z = Flxy)). 
D 
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xX, 
Ejemplo 1 


Volumen del sólido S = {(x;y;z)/0 = y = 6 a 0 =z s 4-x?} 


2 y=6 2 
V(S) = f af {(4-x?) dy -f (24-6x?) dx = 64. 
2 


E 


Ejemplo 2 


Volumen del cuerpo ubicado en el primer octante, limitado por las superficies 


cilíndricas de ecuaciones x?+y? = 16, x2+22 = 16. 


Recinto de integración 
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DA 


EAN OA IA A A AAN 


A A AN IRA SAEZ LES TS LOSADA A EL 


os 


R 'odemos considerar como recinto de integración ai con nto D en el plano 
H e 
j p! xy. 


qe S = {(xy;z)/x2+y2 = 16 a x20 A yY=0 a 0s zs vV16-x?} 
x s i ar 
$ Luego, V(S) = [vi dx dy -{ af i V16-x? dy = 

> o : 


y=0 


ñ 
-í (16-x?) dx = (10: $) 128 
A 3) a 


y 22 . 
También puede considerarse el recinto de integración en el plano xz y el sólido 


S = ((XyiZ2)/x2+22=< 16 1x=012> 010=y<vV16-x2) 


ye z=vV16-x2 
Es VIS) -f af VIO dz = 128_ 
3 


0 20 


y Ejemplo 3 


Volumen de S= (0uy:iZ)/0<x< 1-z-2y? IN z=0). 


<f 


* Podemos considerar 
de ecuación x= 1 


El recinto de integración es D = {(y;z)/0 = z = 1-2y3), 


que el sólido está limitado superiormente por la superficie 


i ~z~2y? e inferiormente por el plano x= 0. 


4 


; —= z=1-2y? 
; v(S) -ffo ~z—2y?) dy dz = ⁄ of (1-Z-2y2) dz = 
1 


EAS 


= 242 


E 2er YE (1 
-+ il “Y 
eN 2 
A 2 >) 2 42 
= (5 y EYT gr i 15 ` 


En general, si bien graficar el sólido en el espacio suele presentar dificulta- 
des, el cálculo de volúmenes puede hacerse representando solamente el recinto de 
integración. Para ello hay que ubicar primero, con cuidado, la función integrando, 
eligiéndola convenientemente para que la proyección de la superficie asociada sea 
un recinto plano simple. 

En algunos casos es indistinto proyectar la superficie sobre cualquiera de los 
tres planos coordenados. Ello sucede cuando existen funciones positivas correspon- 
dientes a cada par de variables. 

Por ejemplo, queremos calcular el volumen del sólido ubicado en el primer octan- 
te debajo del plano de ecuación z = 4 e interior a la superficie cilíndrica x2+y2 = 16. 

Por geometría elemental, dicho volumen es 16 m. 


Si proyectamos sobre el plano z = 0, es 


4 ya 162 
va [| zoxoy =| ad 4 dy = 167. 
A 


o yag 
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dd planar y = Aites Para justificar esta definición basta pensar que el número que expresa el volu- r 
men de un paralelepipedo de altura 1, es también el área de su base. Lo mismo su- 
cede para un sólido, si la función que determina su “techo” está dada por F(x;y) = 1 


4 294 
v= || yaxcaz =| af VI6-X dz = 16 r. 
B 


0 20 


en la expresión i F{x;y)} dx dy. 
D 


Por otra parte, consideremos un recinto simple D, según el gráfico siguiente: 


Finalmente, si proyectamos sobre el plano x=0, es 


EA AAA AAA AnA 


4 zu, 
v-f X dy dz -f af V16-y? dz = 16 7. 
C o , 


0 Za 


a a 


AO) b 
f l day -f i del de -Í (E094, 0] dx. 
D aLlJy=1100 a 
Por cálculo de área de un recinto mediante integral simple, resulta también: 
b 
A(D) -| [t(x -t 0)] dx. 
a 
jemplo 1 
Nota: si F toma exclusivamente valores negativos sobre un recinto, puede darse, Ejemplo , " 
igual que se hizo para áreas en una variable, la siguiente definición: Calcular, mediante integral doble, el área del triángulo 
T= («y /0=y=4- Exn0sx=3) ( 
V(S) = -f F(xiy) dx dy si W(x;y): Flx:y) < O. $ 
B € 
Si la función toma valores positivos y también valores negativos, entonces es £ 
necesario subdividir el recinto. 
2) Área 
Dado un recinto simple D se define 
A(D) -f dx dy. 
D 
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Ejemplo 2 


Área del recinto D = (xyN/-1=x=1Ax=y< 1) 


Por razones de simetría, es 


1 y=t 
A(D) = of af dy = afa dx= 2f; - +) 


o y? o 


Análogámente, 


Ejemplo 3 


Área del recinto D = {(x;y)/4—4x < y? < 4-x). 
El recinto está comprendido entre dos parábolas de eje x. 


S$ EJERCICIOS 


1) Calcular, mediante integrales dobles, las áreas de los siguientes recintos: 
2 
A= y <x<y) 
B = ((x:y)/x2-12x+31 < y = —x2+6x-5) 
C = {xy} t-y ax < 1 a y <x+1) 
D = [(y)/0 < y sInxn x= 4) 


2) Calcular, mediante integral doble, el área del recinto limitado por las curvas 


x2 
2 = 2x, y =—. 
y Xx Y ==g 


3) idem si y = 5-x2 ^ y = 4x a x = 0. 


4) Dibujar el recinto, calcular el área y cambiar el orden de integración: 
A = {(x;y)/y2+1 = x = 4} B = {(x;y)/0 = y = x2-6x+10 ^ 0 sx s 5}. 


5) Dibujar el recinto, plantear un par de integrales sucesivas y luego cambiar el 
orden de integración para | -f F(x;y) dx dy siendo 
D 


a) D = ((xy)/x?-8x+y2-2y+1 = 0} 
b) D = {(x;y)/x2—6x+y2 = 0 ^ x £ 3 ^ y = V2x). 


6) Dibujar el recinto y calcular el área correspondiente, cambiando previamente 
el orden de integración en las integrales sucesivas siguientes: 


2 x=2-y 6 y=v6x=x? 
a) af 2 dx b) ¡ af dy. 
-6 e o y=x2-6x 


7) Volúmenes de los siguientes sólidos, mediante integrales dobles: 
A = {(x;y;z)/z = 4x2-4y2 a x+y 51 a x= 0 a y= O} 
B = {(xy;z2)/ VX2Fy? = z < 4). 
C = {(x;y;2)/0 = z 5 2-x n 8x = y?). 
D = {(xy;zz)/x=0 ay =0 az= 0 a x+y+z = 1} 
E = {à(x;y;z)/0 = z = 2y a xX2+y? = 38 ^ x = 3}. 
H = {(x;y;z)/0 = x < 1-z2-y?}. 


247 


8) Calcular el volumen del cuerpo ubicado en el primer octante, limitado por las 
superficies cilíndricas 2? =x, x2 = z y por los planos y=0 e y=z+x. 


9) Ídem, en el primer octante, limitado por x? = 9y, y+3z = 3. 


10) Volumen del sólido 


S = ((x:yiz)/0 s y s 9- he A^ X= 0 a 20x+4y+52 = 100). 


+4) -Salcutar-etvolumerrdet-cuerpo ubicado enel primer octante, limitado por la su- 


perficie cilíndrica y = 4-x? y el plano z = 6. 
Resolverlo de tres formas diferentes, proyectando sobre los tres planos coor- 
denados. 


12) Ídem para x=y+z, 422+9y? = 36, 


13) Calcular el volumen de cada uno de los siguientes sólidos: 
A = {(X;Y;2)/0 = Z = x+2y a x2+y?= 1}. 
B = {(xy;z2)/0 = z = 4=y? a 4x+3y s 12A X=0A y = 0). 
C = ((xyiz)/0=z2 59-42 a 0 £ y = 3-x2 A x = O}. 
D = {(x;y;2)/x = 4y3+4z2 a 0 = x s 4}. 


VI. Integral triple 


Para definir integral triple puede seguirse un esquema totalmente análogo al 
utilizado para integral doble. Deben adaptarse las definiciones a campos escalares 
de. tres variables y a recintos de integración tridimensionales. 

Puede comenzarse con una función F de tres variables, definida y acotada en 
un conjunto V = [a;b] x [c;d] < [e;h], o sea, en el paralelepípedo recto-rectángulo 
V= {(xyzyasxsbacsysdaeszs h} y llegar a integral triple inferior y 
superior. 

Si ambas coinciden, la función es integrable, según Riemann, y resulta: 


1i Fà(x;y;z) dx dy dz = Il F(x;y;z) dx dy dz -f F(x;y;z) dx dy dz. 
H, A, A 


La condición necesaria y suficiente de integrabilidad es la misma, ya vista para 
funciones de una o dos variables. 


El cálculo de una integral triple puede efectuarse mediante tres integrales sim- 


ples sucesivas: 
y b d h 
Il Fuy:z) dx dy dz = | af af F{xiy;z) dz. 
IJIN de 


a e 
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La integral triple se Pos asns ws qe sido o recto-rectán- 
i j ión de conjuntos 3 i 
T E de integración son sólidos simples de distintos tipos. 
Consideramos, por ejemplo, un cuerpo S, limitado superiormente por la pel 
ficie de ecuación z = F (x;y) e inferiormente por z = F (x;y) con F, yF, gon a 
S está limitado lateralmente por las superficies cilíndricas de ecuaciones y Al (e 
y = f(x) y por los planos de ecuaciones x= a, x=b, siendo f, y f, continuas. 


z= F (xy) 


S= {(xyzya sx sb af (K sys a Fy <2 <= F 06y) 
En este caso, el sólido S se proyecta sobre el plano xy según el recinto D, que 

es un recinto simple del tipo 1. : f , 
Para calcular la integral triple, fijamos primero un punto cualquiera (x;y), en el 


recinto D, y observamos la variación de z entre la frontera inferior y la frontera a 
rior de S. Luego, el cálculo se reduce al de una integral doble sobre el recinto D. 


Sea F una función integrable de tres variables, entonces: 


p z=Fa(xy) 
If F(x:y:z) dx dy dz -f i F(:yiz) dz | dx dy. 
JJS DLJz=Fatxy) 


Luego, 


r b l yta) 2=Falxy) 
j F(x;y;z) dx dy dz = | af af F{x;y;z) dz. 
s 


a y=1,00 z=F 0oy) 


La misma situación se presenta si el sólido se proyecta en el plano xy según 
un recinto plano del tipo 2. 
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Sólidos similares son aquellos que pueden proyectarse sobre los otros planos 
coordenados. 

Se entiende que un sólido se proyecta sobre el plano xz, según el recinto sim- 
ple D, del tipo 1 0 2, si las superficies que lo limitan inferior y superiormente quedan 
definidas por y = G az) y = G,(x:z), con (x;2)€D, siendo G + Y G, continuas. 

Un sólido es proyectable sobre el plano yz si las superficies que lo limitan infe- 
rior y superiormente están dadas por x =H (02), x = H,(y;z), con (y¡z)eD, sien- 
do D un recinto simple y H 4 Y H, funciones continuas. 

El sólido es “triplemente” simple, si es proyectable sobre los tres planos coor- 
denados, lo que sucede, por ejemplo, con una esfera. 

En otros casos, será necesario subdividir el sólido de integración en sólidos de 
los tipos indicados. 


_Ejemplo 


Hallar la expresión para el cálculo de 1 -f F{x;y;z) dx dy dz, siendo 
JJS 
S = {(X;y;z)/3x+2y+62z s6 a xz 0ay=0azz 0}. 


(En integrales triples, como es obvio, solamente puede representarse el sólido 
de integración, ya que una función de tres variables no admite representación geo- 
métrica usual.) 


El sólido S es proyectable sobre cualquiera de los tres planos coordenados. 
Proyectando sobre el plano xy, es 


BD," [y/o =x=2 A oy: E) 

Para hallar los extremos de las tres integrales sucesivas, fijamos primero un 
punto cualquiera del triángulo Dy y observamos que la altura z varía, en el interior 
de S, desde el plano z = 0 hasta el plano 3x+2y+6z = 6. A continuación busca- 
mos los extremos de la integral doble calculada sobre el recinto simple Dy 
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y 
2 y= ES . 
Es =Í af í af * P Eoyiz) dz. 
o 


Proyectando sobre el plario xz, resulta: 


2 z=1- Š y=3- Bar 
j= f dx | af F(x;y;z) dy. 


o z=0 y=0 


Finalmente, si proyectamos sobre el plano zy, obtenemos: 


3 z=1- Z x=2- Eye 
l= f af af F(x;y;z) dx. 


o 2=0 x=0 


Aplicación geométrica 


Para un sólido simple S, se define su volumen dela siguiente manera: 


v(S) = ll “dx dy dz, 
JJS 


expresión que puede justificarse recordando la interpretación geométrica de la in- 
tegral doble como volumen. 


Ejemplo 1 


Calcular el volumen de S=((xy2)/0=y<86,0=<z=4-x2) 
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Este volumen fue calculado, en pág. 241, mediante una integral doble. 
Ejemplo 2 


Calcular el volumen de $= {0Gy;z)/4x2+y2+1 = z = 10). 


Se trata de una parte de i ptico, con interior, 
A paraboloide elípt interi j 
P l d » ; su interior, ubicado entre el 


EE a 
W 


Pa 1 


-3 SE ITRITLAS “y 


Por razones de simetri a, en este caso, se puede calcular el volur ¡en correspon- 
ul pol 
diente a la cuarta parte del sólido, ubicada en el primer octante. 


3 pit pao 
af af dz 


O Jx=0 z=dx?ey?+1 


1 3 x= 9-y? e 
ve = í af (9-4x?--y2) dx -Í (9x- Gaya) 
o 


x=0 


E h 1 El 
= al [ve - Oya ya 7 | dy = 


0 


3 
RAS: 3 27 
25 he? y I=y?+ 


9 $ 
=T (y v9—y24+-9 arc sen +) 


o 


243 Aea A , 
+ arc sen eS —Y ta-vaz, 9 
2 3 2 | qe y2 O arc sng)]| 
o 
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Pi 
N 


ca 81 281 81 
== TT 32 16 
Luego, VS) = Ei a 


as 


EJERCICIOS 


1) Calcular, mediante integrales triples, los volúmenes solicitados en los ejercicios 
11 a 18 de la sección anterior. 


2) Calcular, mediante integral triple, el volumen de 
S = {(x:;y;z)/0 = y = 16-x2-23. 


3) Calcular, mediante integral triple, proyectando sobre el plano z = 0, el volumen 
del sólido S = {(x;y;z)/0 = z = 10-2x-Sy a y = 0 a x= 0}. Verificar el resul- 
tado proyectando sobre los otros planos coordenados. 


4) Ídem para S= {y0 sxs 2-5 z-yny=0 az= 0} 


5) Volumen de S=((xy2/0<x=y+znAz= yn yz z3}. 


6) Volumen de S= {(x;y;z)/0 = z = 9-x2-9y? a xt2ys2ax=0ayz 0}. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 7 
Sección I 


1) S = 162 S,=36 S 
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Sección Hi 
1) a) H b) -1168. 
405 
Z Bat oa 


o x=0 


Sección IV 


RS 2 


3 


) 
) 
pi 
) 
) 
) E 
) 
y 
, j 
) 
i alo 
) 1 
ha o 
y 


Dima A 


4 
c) 3" 


252 na? 


==- en 


4 1 4 
y 3) l af F(x;y) dx = 1 no a 


xf 


yj 
E, 
5 
yy a) 
EN 
ala 
l- ; 
a A? 
3 


x=0 


2 y=1 4 x=2 
3) af af Flxy) a-f of Foy) dx 


y=x 1 x=1 
F(x;y) dy -{ of F(x;y) dx 


o x=y 


o yaa? 1 y= V2=x? 4 x=y 
c) | af F(x;y} dy + | af F{x;y) dy = f of Foy) dx + 
1 


Ñ pi A P o x= =y 
VĒ pray? 
+ af Fay) dx 
1 x= -Y2-y? 
11 1006 45 287 15 
4) a ——  b)18 ) 105 d) 8 a 15 D 8" 
5) yi 
Ins 
1 
y El = 
¿e in(In5) y=in5 
Ki f af exty dy = 5 In 5~10+e 
! 0 y=e* 
i 
t 
in {in 5) x 


6) 


wl 
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7) 


y = 1+c085 x 


3 x=1-y 
| af F(xiy) dx 
o yz 


AE 


EE 
E $ a o x=1- 4 2 x=1- 4 . 
o x=y2-y? 1 xy 2y? a bn | af Fay) dx + | af a e e 
a F(x:y) dx e af Fixy dx 2 AAA Aa 

e Ley i R 

D 11 1 

ELLA =>" 11) 448 12) 2 
> a 9) -5 Wg ) ) 
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13) a) 127 


Sección V 


1) a 


4) 


5) a) Y 


16 
b) 4r- — 
) 4r 3 


B) 9 


©) 


ajo 


c) 


0 
F(x:y) dy -Í af 
-3 


648 > 
q 
D) 4 In 4-3 234 
y 
10. 
y =-6x+10 
5 
3 Ed 
5 x=4+V/15~y2+2y 
j af F(x;y) dx 
-3 


x=3 


x=3-y9uy? 


x=4-415-y2+2y 


o x=Y 
2 


3) 


woo 


VE fx=8 
E(x:y) dx ef af 2 Fly) dx 


9 


1243 4236 
11) 32 12) 10 
5 10) ) ) 
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AA 


mar aya o 03 pos 
| — 35 DEAR . a 
a 
Sección Vi = 
23 18r 3% aya 5 2 o 4L a 
3 10 6 Sn 
S 2 
SD m En Cálculo 1, como ya se ha recordado, la integral definida simple fue conside- 
3 rada como supremo del conjunto de sumas inferiores o ínfimo del de sumas supe- 
A riores. 
= Bl La integral simple puede definirse también valiéndose de la idea de límite, idea 
i S que puede extenderse a integrales dobles y triples. En algunos casos, en especial 
S as para aplicaciones físicas, ello resulta más intuitivo. 
AAR T Puede considerarse, utilizandó propiedades demostradas para sumas inferiores, 
5 Y una sucesión creciente y acotada de sumas inferiores que converge a su supremo, 
> ca Osea, a la integral inferior. O, análogamente, una sucesión decreciente de sumas 
TANI %% superiores que converge a su ínfimo, la integral superior. O también sucesiones de 
nr f sumas intermedias. 
e en Pero en ningún caso se trata de un límite común, sino de una adaptación con- 
veniente del concepto de límite finito. 
$ se 
9 i La integral simple como límite 
= Demostraremos, para una función integrable, que ia integral puede interpretarse 
3 como límite de una sucesión de sumas cuando la norma de las subdivisiones co- 
ds 68 rrespondientes tiende a cero. (Ver Cálculo 1 - cap. 12.) 
be EN $ Teorema 
j ; Si f está acotada y es integrable según Riemann en [a;b], entonces 
ES Y b 
, Ve > 033(€) > 0 tal que YP: (en <= 5, f< e}. 
s S a 
y Demostración 
=O 
h a b 
77 > Por ser f integrable, f es el infimo del conjunto de sumas superiores. Por 
a - 
R lo tanto, por propiedad del infimo de un conjunto: 
260 T 
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OS 


y 


b 
E € 
ve> 0395, <| ho (1. 


a 


Sea P* una subdivisión con n subintervalos, y h la menor entre las longitudes de 
dichos subintervalos. 


Elegimos ahora 3 menor que el mínimo entre hy 


número positivo tal que Vx: (xe[a;b] = [00] = M). 
Siendo P una subdivisión cualquiera, cuya norma es menor que 8, probaremos 
con ella la tesis. 
Si comparamos las subdivisiones P y P’, los intervalos de P se pueden separar 
en dos tipos: 
1) tienen en su interior un punto de P’ 
„un intervalo de P’ cuya longitud es mayor); 
2) no tienen ningún punto de P”. 


Consideramos P” como refinamiento común a P y P’. Resulta Sp. > Sp (2). 


Em" donde M es un 


(no pueden tener dos, porque incluirían 


Queremos hallar ahora S, - 5, 

En esta resta, los términos que corresponden a intervalos del tipo 2, se cance- 
lan mutuamente porque aparecen en ambas sumas. Ahora bien, en S, y S, 
puede haber sumandos diferentes, que corresponden a subintervalos de! tipo 1. 

En S, puede haber n sumandos que no se cancelan pues hay, a lo sumo, n in- 
tervalos con puntos de P”. En Spr esos n términos han sido reemplazados, a lo 
sumo, cada uno por dos. Luego, en Sp - Spr quedan, a lo sumo, n+2n = 3n 
términos que no se cancelaron. 


? Cualquiera de ellos es del tipo M(x =x) donde M, es el supremo de f en 
Dx] > 


Para todos ellos se verifica M(x =X) =M 8. 
Luego S, E Spl < 3nMb. 


€ 


5 -5 E E 
Como $ < enMi? resulta 5> Sp |< 3nM ón 7 
Como P” es más fina que P, es Spr s Sp 
E E = € 
Luego, 0s Sp Sp - So] < 3 (3). 


b 
i S g Ene 
Ahora bien, S, = Spa + Sp- Sp) E Sp. + (Sp ~ Sp.) <f f+ F T 


a 


) Por (1), (2) y (3). 


) 


b 'b 
O sea, So </ tre= 0=S, 4 1<e 
a a 


ha b 
Por lo tanto, Ve > 038 > 0: (iei <i> B- í 


<e). 


a 
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3 


y 
y 


La expresión anterior suele considerarse como un límite convencional, es decir: 


sð 


Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que de ninguna forma se trata de an i 
mite común. La variable considerada en dicho límite es la norma de cada subdivi 


ió S, iones de la norma puesto que, para cada nor- 
sión, pero las sumas Sp no son funcione: pi ! 


ma |[P[| hay infinitas subdivisiones del intervalo [a;b] y, por lo tanto, infinitas sumas 
que corresponden a cada una de ellas. 


i b 
lim S5, = [i = Ve > 035(€)>0VP: (ie <i> B- 1 


a 


De forma análoga se puede demostrar, si f está acotada y es integrable en [a;b]: 


b 
S- i< e). 
Pe j 


Ve > 033(€) > OP: (in <i> 


b 
interpreta: lim $S -f a 
Esto se pi m S 


Lo mismo sucede si, en lugar de elegir sumas superiores o bes od 
sideran sumas intermedias. En estas sumas intermedias se reemp i p r aro 
oel ínfimo, según el caso, por valores intermedios cualesquiera que alca 
ción en cada intervalo de la subdivisión P. 


Resulta YP: S, sS, Sp 


Habiendo demostrado: 


b b 


I<enos| ts <€ si ||P] < 8, 
P 


a 


Ve > 035 > 0: 0 <5,- 


a 
b ha, b 

ES [Tess =5,<| Pe 

y también 


f 
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y por lo tanto lím 


b 
Ie -f f, donde So es una suma cualquiera asociada a la 
a 


subdivisión P., 
Puede probarse también, dada ta definición anterior de lim So que la condi- 
HP — 0 


ción necesaria y suficiente para que una función definida y acotada en [a;b] sea in- 
tegrable, es que exista dicho límite, o sea: 


o 


lim Sp =A donde A= į f. 
Plo A 


La propiedad anterior simplifica notablemente su demostración si en lugar de 
considerarse una función acotada e integrable, se trata de una función continua. 


Teorema 


Si f es continua en [a;b], entonces Ve > 038(€) > 0 tal que, para toda sub- 


e b 
5,-| < e) 
a 


Por la continuidad uniforme de f en [a;b], 


división P: (ue <53> 


Demostración 


Ve > 035 > 0 tal que Vx Yx; (k= <óm IE =x) < = ) (1. 
a” 


aaa P una subdivisión cuya norma es menor que 3. 
'or el teorema del valor medio del cálculo inte á 
€ gral (Cálculo 1 - cap. 12), en 
cada subintervalo lx ¡X¡] de la subdivisión P existe’ c.e(x ¿X) tal de 
i i į 


i t= tox ) (2. 
Ma 


b n Xi 
Por otra parte, según la propiedad aditiva, í f= 2 j 


a izt Jx 


n px 


y también, según (3: $ 


Luego, 


a n 


=| Xm- )- Y fox, o|- 


i3 ist 


264 


S 


24 


7S 


E] 
5 = Y |M,-te) 


Y) [M telex) 


i=t 


(OSE O A 


Como M, máximo de f en lx 
uniforme, según (1), es 


x} es un valor de la función, por la continuidad 


a 


€ 
b-a 


M fc) 


7x4) < 


- ja SC E, E 


y se verifica la tesis. 


Obsérvese que si se sustituye el máximo M, por el mínimo m, o por un valor 
cualquiera fla), la demostración es la misma y la propiedad se verifica para cualquier 
tipo de suma. 

Queda demostrado, entonces, si f es continua 


O b 
lim. S =lm S =lim S -Í f. 


IP= 0 Pleo P Pio a 


Según ya se ha indicado, la integral definida como límite se utiliza generalmen- 
te para aplicaciones físicas y geométricas. Esa idea permite aproximar integrales, 
en particular las de funciones continuas, mediante un número finito de multiplicacio- 
nes y adiciones. La aproximación será mejor para una subdivisión de norma suficien- 
temente pequeña. 

En la práctica es conveniente considerar sucesiones de subdivisiones “regu- 
lares”. 

En toda sucesión de subdivisiones “regulares”, si el número de intervalos de las 
subdivisiones tiende a infinito, entonces la norma de las mismas tiende a cero. 

Sucesiones de subdivisiones “regulares” pueden obtenerse, por ejemplo, de la 
siguiente manera: 


P, = [ab] 
anma f y b-a 
PES bza ] Po res 3 ¡b 
AAA | 
Z b-a gba 
a+ at f 
4 4 Freila b-a -b-a b-a 
Ranae 4 ;a+2 7 ¡a+3 7 s] 
Po aar PE ca ent—1) D »] 
i 2n-1 2n--1 
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EXA ON ENS OA NA EA MX EA EA AA OA IA OA EA EN AA OA OS AA OA IAEA A A 


CIN ANNA 


(P) a PPP.) 


Por ejemplo, para P, = [0;1;2:3] 
tiende a cero. 


es una sucesión de subdivisiones “regulares” cuya norma 


S, = f1) 1+f(2) - 1+1(8) 1. 
P3 


En efecto, IP, = b-a;l]P,]] = Ep, = 222P J = EE. 


$ E En general, 
Si n= æ, entonces IP i} —> 0 pues lim IP) = tim b=2 =0. (3.3 _ Ss i3 3,2 Sis 9 n0t) ues 
nz no Qn-1 Sp, = 2 ar Em n nm E n2 2 
b 
Por lo tanto, puede calcularse | t= lim (s, ) 
ao CAEN O a. n(n+1) 
do 
Obsérvese que no siempre n— x => IP, > 0. i=1 
Por ejemplo, consideremos el intervalo [a;b] y un punto a, interior al mismo: « y 
[a;b] = [aja,] U [a ;b] y Luego, 8. =-Y9_ NN 
; ia, „b}. uego, Sp EA 
P SEE 
a a b o 9n?+9n__.9 
y Por lo tanto, | x = lím Sra y Y 
El número de subintervalos en subdivisiones sucesivas puede tender a infinito, o Ares 2n 
manteniéndose fijo el intervalo 


[aza,] y considerándose una sucesión de subdivisio- 
nes “regulares” de [a DJ. 


En este caso, n > œ no implica que la norma de las subdivisiones de [a;b] tien- 
da a cero. 

Por eso, si se desea utilizar èste tipo de límites para calcular una integral defi- 
nida, conviene elegir, como ya se ha dicho, sucesiones de subdivisiones “regulares”, 
es decir, aquellas en que si n > œ entonces A] — 0. 


Verificando, según regla de Barrow, es: 


Ejemplo 1 Ejemplo 2 
3 n 1(2n+1) 
Calcular, por límite, | x. e i , e AMENA 
A Mie fe Calcular por límite, pe sabiendo que 2 6 
o E 
Consideremos una sucesión (P) de subdivisiones “regulares” del intervalo [0;3] 
con P =[0 2 L:02,..9] 
n n n R 
Como f es estrictamente creciente, para las sumas Superiores utilizamos el valor 
de f en el extremo final de cada subintervalo, 


Utilizamos también en este caso, por simplicidad, sumas superiores, ya que la 
función es estrictamente creciente en [0;1]. 


WA A-S (iyt 
Para P = 27) m2 NJAA 
ist 
aoea n(n+1)20+1) _ 2ntt3ntn 
E a n N R ens 
L R im 2t _ 1 
O, F Re U. oa a 
ueg ü n= 6n? 3 
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¡ 3 
En efecto, f x=- 
o 


EJERCICIOS 
3 
+) Calcular por límite, 1 a 
o 


s h. nAn+1)? 2 
2) Sabiendo que > i= AA hallar, por límite, fe 
$ isi 0 


r L, 6n5+15n4+10n3—n 4 
3) Sabiendo que 21 Eg, Calcular, por límite, fo 
i 


o 


3 
4) Calcular, por límite, f (x+x2). 
0 


5 


5) Expresar la integral como límite de una suma para í Vx 
0 


ll. Integral doble y triple como límite 


Tanto la integral doble corno la triple pueden definirse también mediante la idea 
de límite. Insistimos, igual que para la integral simple, que en ningún caso es un lí- 
mite común, pues, si bien puede hablarse de uni límite cuando la norma de las subdi- 


visiones tiende a cero, el resultado es independiente de la forma en que se efectúan 
las subdivisiones. ` 


Sea F una función de dos variables, definida y acotada en un rectángulo R y 
sea P una subdivisión cualquiera del rectángulo. En cada subrectángulo R, elegimos 
un valor cualquiera que toma F en él: Flap) con {æ;ß)eR.. El valor Faig) pue- 
de ser el máximo o el mínimo, si existen, de F en el subrectángulo, o el ínfimo o 
el supremo, o un valor intermedio cualquiera. 

Formamos la suma 


$ 


È Flaby- YY 


(i 
i=1 jet 


SplF) = 
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Definimos: lim So(F) =A si y sólo si para todo € > 0 existe ê > O tal que 
Pi 0 - 


vP: (I[PI| < 3 = [S¿(F)-A| < €). 


El número real A es independiente de las subdivisiones y de los valores elegi- 
dos para la función F. Por ello, afirmamos una vez más, que no se trata de un límite 
común. El número A coincide con la integral doble definida como extremo del con- 
junto de sumas inferiores, o superiores, o intermedias. La demostración es análoga 
ala efectuada para la integral simple como límite, sustituyendo intervalos en la recta. 
por rectángulos en el plano, función escalar por campo escalar de dos variables, et- 
cétera. 


O sea, lím sr = F(x;y) dx dy. 
III 0 R 


La definición se extiende al caso en que el recinto de integración no es un rec- 
tángulo sino un recinto con frontera de área nula. 

Para generalizar aún más la definición de integral doble como limite, puede tra- 
tarse en forma similar toda la teoría para sumas inferiores o superiores o intermedias, 
subdividiendo el recinto de integración mediante cualquier red de curvas de área 
nula o bien, asociadas a funciones continuas. 

Por ejemplo, el conjunto de “superficies elementales”, indicado en el gráfico si- 
guiente, es una “subdivisión curvilínea” del recinto simple D, en n recintos 


D, (i=1,2,3,...M). 


y} 


Norma de esta subdivisión curvilínea P es el número |[P[|, máximo entre los diá- 
metros de los conjuntos acotados D, 
Por propiedades elementales de área, es 


n 
área D = s área D, 


it 
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ESOS IS ESTOS LAS LA LS LOS ERE EEES AOS, LR E LOS 


Por similitud con definiciones anteriores: 


g 
área D=lím Y (área D) [| dx dy. 
D 


IPN o 5 
También, si F es un campo escalar integrable sobre D, es 


ff F(xyy) dx dy = lim $ F(a;ß) área D, 
D 


iel =o ia 
donde CHEA] es un punto cualquiera perteneciente al subrecinto D, 


Un esquema similar puede esbozarse también para integrales triples, conside- 
rando “subdivisión curvilínea” una subdivisión de un sólido simple mediante super- 
ficies cilíndricas de volumen nulo. 

Si P es cualquier subdivisión curvilínea del sólido simple S y F es una función 
de tres variables, integrable en S, entonces 


p n 
1 F(x;y;z) dx dy dz = lím Ss Fla Bv) < volumen S; 
v IP= o $ 


SN jet 


~ Esta generalización de las definiciones de integral doble y triple como límite 
para subdivisiones curvilíneas de recintos y sólidos, permite aplicaciones inmediatas, 
tanto geométricas como físicas, y también permite efectuar cambios convenientes 
de variables en el cálculo de algunas integrales. 


lll. Cambio de variables 


En ocasiones, el cálculo de integrales se simplifica, como ya se ha visto en 
Cálculo 1, mediante un cambio de variables. 


En integración simple se utilizó la fórmula 


b d=9(b) 
| t(x) dx -f fla(tlg'(t) dt para la sustitución x = g(t). 


a c=g(a) 


La fórmula no es tan sencilla si se efectúan sustituciones en integrales dobles o 
triples pues, al tratarse de funciones de dos o tres variables, respectivamente, inter- 
vienen las derivadas parciales, que son varias. 

En lugar de introducir en el integrando la nueva variable y multiplicar por su de- 
rivada, en los casos que veremos, además de la sustitución, debe introducirse como 
factor el valor absoluto del jacobiano de la transformación elegida, que es el deter- 
minante de las derivadas parciales respecto de las nuevas variables que intervienen, 
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=> 


O sea, dada | - [| Eloy) dx dy si x = H(u;v) a y = M(uv), 
Dy 
AA 
es | -| G{u;v)} JU] du dv donde J = 
dw > M M 
y D,, es el recinto D, en las nuevas coordenadas. y 
La demostración de esta fórmula no es simple porque exige la teoría de trans- 
formaciones lineales. Aquí consideraremos solamente casos particulares y la gemon 
tración para dos variables se verá más adelante como aplicación del teorema de 


Green (pág. 341). 


1) Integral doble en coordenadas polares 


Sea F una función de dos variables, integrable sobre un trapecio circular D. Con- 
sideramos una subdivisión del recinto mediante semirrectas trazadas desde el origen 
y arcos de circunferencias concéntricas en el origen, como se presenta en la figura 
siguiente. 


R 
| 


Esta subdivisión corresponde a un sistema de coordenadas polares. 
Buscamos, en primer lugar, el área del subrecinto D, 
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El recinto D, es un trapecio circular que puede considerarse diferencia entre V 


sectores circulares: 
área ABCD = área ODC - área OAB. 


Si consideramos dt = At = tte dr=Ar= F,7 Y,» por fórmulas de geometría UN 


elemental, es: 


1 Vo 1 
Edi e BEER Adi ii ON 


E PA 


(NAS = 


4 ArAt. 


r,+r 
Tomando 


2 =r, resulta área ABCD = área D = r dra. 


Luego, según la sección anterior, es 


área D -f dx dy -f rdr dt, 
D, D 


xy n 
donde D n £S el recinto D, dado en coordenadas cartesianas, considerado ahora en 
coordenadas polares. 

Análogamente, resulta 


f F(x;y) dx dy -f G(rit) r dr dt, donde 
Dy Da 


G(r:t) = F(r cos t;r sen t), ya que las fórmulas de pasaje a coordenadas polares son 
X=rcosta y =rsent. 


Para verificar la fórmula obtenida geométricamente, podemos calcular el jaco- 
biano de la transformación. 


x x cost ~rsent 
= r cosêt + r sent = r. 
sent rcost 


Es decir, tal como habíamos anticipado, en el integrando aparece, como factor, 
el valor absoluto del jacobíano de la transformación elegida. 


El pasaje a coordenadas polares es particularmente conveniente si los recintos 
de integración son círculos centrados en él origen. 


Recintos simples en coordenadas polares 


También en coordenadas polares utilizamos recintos simples de dos tipos dife- 
rentes. $ 
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"Tipo 1 


En este caso, es D= KEILA stst ag (dsrs 9,(0)}- 


Al fijar un ángulo cualquiera t = ty ubicado entre t 1Y t, el extremo del radio 
vector correspondiente varía entre las curvas de ecuaciones r= g 0, r=g At. 


Resulta 


il ta regatt) 
[il F(x;y) dx dy -f G(r;t) r dr dt a af G(r;t) r dr. 
D, Da n Jagt 


xy 


Tipo 2 


yj 


| 


D = {r/r erer af (1) stet 


Al fijar un radio vector cualquiera r = rentrer, Y Ta, el ángulo correspondiente 
varía entre las curvas de ecuaciones t= LO. t= t). 
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~ 


ST ASAS a 


Luego, 


te t=taín 
f F(x;y) dx dy -( G(rit) r dr dt 3| raf G(rt) dt. 
Day Da 


Ejemplo 1 


Calcular en coordenadas polares el área de un circulo de radio 3. 


Ejemplo 2 


Calcular en coordenadas polares el volumen de una esfera de radio 5. 


5 1 E 5 R 
v= of carl “VD de = 4 ef V35 dr = s n. 
o t=0 o 


Ejemplo 3 
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4 taty) 


Calcular en coordenadas polares el área del recinto 
D= 


(()/0 sy =x a 6x < xX?+y? < 12x}. 


x= 12x+y? = 0 


Se trata de un recinto del tipo 1 y debemos hallar las, ecuaciones de su frontera 
© en coordenadas polares. 


Para la circunferencia de ecuación x?+ y?-12x =0 es r-12r cost =0 y, por 
lo tanto, r = 12 cost. 
Análogamente, para la otra ecuación, 


x?+y2-6x =0 > r2-6rcost=0 = 1=6c08t, 


- t=12 cost z 
hafan (5) 
Luego, A= A dt alea, 5 


sen san - 
2 


aja 


1120081 
dt = 27 y (1+ cos 21) dt = 


1=6 cost 


qe a(t 


o 


Ejemplo 4 
Calcular en coordenadas polares el área del rectángulo 
R=(xy/0=<x=30n-1<yx<1) 
El resultado, como es obvio, es 6 y este ejercicio solamente interesa como prác- 


tica para el cálculo de las ecuaciones de la frontera de un recinto en coordenadas 
polares. 


Por razones de simetría, el área del triángulo sombreado es la cuarta parte del 
Y área del rectángulo. 
Para cubrir este triángulo, el ánguio t varía entre el eje de abscisas de ecuación 
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t=0 y la hipotenusa, de ecuación t= arc tg + El radio vector varia desde el k 


origen hasta la recta x=3, cuya ecuación en polares es r cos t=3, o sea, 


Como ya se vio, área D, =rdrdt. Luego, volumen S, = r dr dt dz. 


Ejemplo 


Calcular en coordenadas cilindricas el volumen de una esfera de radio a. 


2) Integral triple en coordenadas cilíndricas 


Para calcular una integral triple sobre un cilindro se puede considerar una sub- 
división del mismo mediante coordenadas cilíndricas (pág. 54). 
Siendo x=rcostay=rsentaz=z, eljacobiano de la transformación es: 


x Xx Xx cost —rsent 0 
J= jy y y, |= sent rcost 0|=r 
z’ E z 0 0 1 


n 


e j 


F(x;y;z) dx dy dz = f G(rt;z) r dr dt dz. 


xyz + Sra 


Para justificar la fórmula anterior, consideramos el volumen del sólido elemental a 


para cualquier subdivisión de un cilindro S según sólidos S, dados en coordenadas 
cilíndricas. 


volumen S, = área D,. Az. 
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n 


v=ef]] rdrdtdz = offa 
WJS o 


3) Integral! triple en coordenadas esféricas 


x 


2. ¡2 L rea 
dz = al; af rva?-=r? dr = $ ra, 


0 0 


Las fórmulas de pasaje son: 
x= p Sen y cost a y= psengpsenta z= pocos y (pág. 56). 


Luego, 
x, x, x; sen p cost p COS p cost -p sen p sent 
9 J= y, Yo Y; = | seny sent pcos p sent p sen p cost | = p? seng 
z, zo zi COS p —p sen p 0 


Por lo tanto, |J} = p? sen p pues 0 = ọ = v. 


1 F(x;y;z) dx dy dz = Il G(p.p,t) p? sen y dp de dt. 
xyz j Spat 


Para justificar la fórmula anterior, consideramos una subdivisión de la esfera S, 
mediante sólidos elementales S dados en coordenadas esféricas. 
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El volumen del sólido elemental puede darse aproximadamente como el produc- 


to de las longitudes de las aristas curvilineas AD, AC y la arista AB. 


Geométricamente, es: 
longitud AB = Ap = dp » longitud AD = pAp = pde ^ 
A longitud AC = p sen p At = p sen ọ dt. 
Luego, volumen S, = p? sen y dp de dt. 


Ejemplo 
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Calcular en coordenadas estéricas el volumen de una esfera de radio a. 


a (eL e4 a 
=8\ p% - dt = 81 p? Z dp = 
of p af. {- cos p) ES lo 7 de 
aye 4 
= (a T £) =- r a’. 
3 3 
o 
EJERCICIOS 
4 ya art 
1) Dibujar el recinto y calcular en coordenadas polares | dx f Vx? +y? dy. 
o y=0 
6 y=VEx=x2 
2) Ídem para f af (x2+y?) dy. 
o y=0 


3) Calcular en coordenadas polares í {3—x?—2y?) dx dy siendo 
D 


D = {(x;y)/x2+y? = 1). 
4) Ídem para í Vx2+y? dx dy siendo T el triángulo de vértices (0;0), (1;0) y (1;1). 
T 
5) Calcular en coordenadas polares el área de D = {(x;y)/ x] = 2 a lyl = 3). 
6) Calcular en coordenadas polares o dx dy siendo 


D = ((xy)/0 = y <= Vix=x3. 


x=/25-y? 
exter? dx. 


5 
7) Calcular en coordenadas polares | as 
-5 x= =V25-y? 


8) Ídem para f eX*+? dx dy siendo D = ((y)/1 = x?+y? = 9). 
D 


9) Ídem para í (2x+y) dx dy siendo D = {{x;y)/x?+y? 54 a x= 0 a y= o0} 
D 


JJJS 
S = {{(xy;z)/x2+y2 s 1 a 0 sza x+y?) 


10) Calcular en coordenadas cilindricas ij x?y? dx dy dz siendo 
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11) Calcular en coordenadas cilíndricas el volumen de S = (y: B+y? = z < a}. 


12) Calcular en coordenadas cilindricas el volumen del sólido limitado superiormente 
por el paraboloide z= 4-x?—y? e inferiormente por el plano z= 0. 


z=3 


ZV x+y? dz. 
0 


2 yl 
13) Calcular en coordenadas cilíndricas f af af 


o Jy=0 z= 


área D, = área T |cos y], siendo y el ángulo que forma el plano tangente con el 
i i 2 
plano sobre el cual se proyecta la superficie S, 


Si proyectamos sobre el plano xy, el ángulo y es el ángulo nz que forma la nor- 
mal a la superficie S, en el punto de tangencia, con el eje z. 


14) -Calcular-en- eoordenadas-esféricas-elvolumerrdeun cono de altura” TO y ampi- 
tud Z, 
6 


15) Ídem para el sólido limitado superiormente por la superficie esférica x?+y?+z2 = 


= 4 e inferiormente por el cono de amplitud T vértice en el origen y eje z. 


16) Calcular en coordenadas esféricas f 
0 


o A 
af as (x2+y2) dz. 
y= Ya? 


2=0 


IV. Área de una superficie en R°? 


Por una extensión de las ideas aplicadas en la sección anterior, puede calcular- 
se el área de la superficie S asociada a un campo escalar F de dos variables, dife- 
renciable, donde la superficie se proyecta según un recinto plano simple D. 

Para ello, consideramos una subdivisión de la superficie mediante una red cur- 
vilínea de coordenadas y aproximamos el área de cada superficie S, con el área de 
la parte del plano tangente en un punto cualquiera de la misma, limitada por las al- 
turas trazadas en los puntos de la frontera de S, 


área D, 
į cos ríz + 0, entonces área T, = —————. 
e r |cos rzį| 


Aproximamos, entonces, el áre®de la superficie S mediante la suma de las 
áreas de los recintos considerados sobre los planos tangentes. 


2, área D, 1 
í e = dx dy. 
Luego, área S = lím -~ -f = 
E IP1=051 [cos riz] p [cos riz] 
ga 
Podemos relacionar cos ríz con las derivadas del campo escalar F. Para ello, 
recordemos la ecuación de la recta normal a una superficie en un punto de Aedes 
Si F está dada en forma explícita por la expresión z = F(x;y), la ecuación de la 
normal en Ps = Y Zo) es: 


e. — 2-z, 
e A ea => (pág. 132). 
F'(X Y) FAY) + 


Luego, los cosenos directores de la normal son proporcionales a los números 


El área de cada una de las superficies planas, sobre los planos tangentes, puede Er Y o) FX Yo) y -1 


calcularse mediante la siguiente fórmula de geometría elemental: 
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GN 


NÓ 


O sea, 


cos riXx___ cosriy _ cosriz 
EY) ESA 0) =A 


Elevando al cuadrado: 


cos? rx  __ cosêrny  costmz 


Fyd Fey 


Por propiedades de las razones numéricas, es: 


cos? r% + cos? fy + cos? 2 —— cos? fz 


Ey PAE A Í 


1 
FRY) AIR 


Luego, |cos ríz| = 


La fórmula, entonces, para calcular el área de una superficie S, definida, en las 
condiciones indicadas, por la función F tal que z = F(x;y), es: 


área S -f VIF oy] + [F ey] + 1dx dy, siendo D la proyección de 
D 


la superficie S sobre el plano xy. 


Análogamente, si la superficie S está asociada a una función G de dos variables, 
definida implícitamente por la expresión F(x:y;z) = 0, la ecuación de la normal en 
Po = Y zo) es: 


XX, _ Y-Y El Z-Z, 

EXP) FPJ FP) 
Luego, 

cos rix _ _cos ry cos riz 


FP EXP) FP) 

Por procedimientos análogos a los realizados para la expresión explícita, queda 
FAP)! 

FEIE + PEA IEEE 


[cos rz] = 


[F Oy: JP + [Fiyi P + [F;{xy;z2)] 
IF0cy2)l 


Por fo tanto, área S -Í dx dy 
D 
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“siendo z = G(x;y) y D la proyección de S sobre el plano xy. 


Ejemplo 1 


Caicular el área de una superficie esférica de radio a. 
ə La superficie esférica puede asociarse a una función definida implicitamente por 
la ecuación x?+y?+z2~a? = 0. 


FI Gy;Z) = 2x A Frocy;z) = 2y a Fiuyiz) = 2z 


VAX AVZ} az? 
área s=al] A E y B 2 dxdy= 
D 2z] pE 


1 
= saf — dx dy. 
D vVa?-x3-y2 


En coordenadas polares: 


a tal a 
área S = sa| r af 7 1 dt = tra] L dr = 4ra?. 
o 0o Val-r2 


Ejemplo 2 


Área del trapecio ubicado en el plano de ecuación x+y+z = 6, en el primer 
octante, siendo 0 < z = 2. 
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Consideramos la superficie asociada a FQuy) = 6-x-y 


área S -f VIF y) +F (y+ dx dy 
D 


Ry) = 1 a Fiboy) = —1 


área S - [oy - val] dx dy. 
D D 


Para calcular la integral doble sobre el recinto D, debemos subdividirlo. 


4 y=6-x 6 y=6=x 
área S = valf af ` dy+ ¡ af saļ- 


o y=4-x 4 y=0 


S vafa dx 4 q ad = vas» (ex z 2) 


o 4 


i 
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=8V3 + 243 = 1043. 


EJERCICIOS 
1) Calcular el área de S = {{(x;y;z)/x2+y2+z? = 36 10=x<3 A x?+4y? = 36). 


2) Área de la superficie recortada en la superficie esférica x?+y?+z? =4 por la 
—superficie-cilíndricax?2+y2-=-2x-—— DA 


3) Calcular en coordenadas polares el área del paraboloide de ecuación z = x?+y2 
con O0=<x=<l. 


4) Área de la superficie cilíndrica x?+y? = 4, en el primer octante, entre z = 0, 
z+y =3. 


5) Área de S = [(x:y;z)/6x+4y+3zZ = 24 a x= 0 a0 Sys 2 a z= O0} 


V. Aplicaciones físicas 


Las integrales dobles y triples tienen importantes aplicaciones físicas. Permiten 
determinar, por ejemplo, masa, momento estático o de inercia, coordenadas del cen- 
tro de masa, etc., para láminas o sólidos, respectivamente. 

Consideremos, en primer lugar, una lámina plana delgada que tiene la forma 
de un recinto simple D. Suponemos que la materia está distribuida en la lámina con 
una densidad superficial p. 

Si la densidad es constante, porque læ lámina está construida con material ho- 
mogéneo, la masa de la lámina es proporcional al área de su superficie, y se define 
como el producto de la densidad por el área, es decir, 


Masa = p área D = f dx dy. 
D 


Si, en cambio, la densidades variable y viene dada por una función no negati- 
va y continua de dos variables, el valor p(x;y) cambia con cada punto (x;y) y repre- 
senta la masa por unidad de superficie. En este caso, la masa total de la lámina 
puede aproximarse considerando una subdivisión cualquiera del recinto y tomando, 
en cada subrecinto de la misma, una densidad constante, que puede ser el valor 
máximo o mínimo o un valor intermedio de la densidad en esa parte de la super- 
ficie. i 

Luego, la masa de una subregión cualquiera D, es M, = pla;B) área D, con 
la;ß)eE D, O sea, estamos considerando en el recinto D, una densidad constante e 


igual a pla;B). 


n 
Por lo tanto la suma 5 pla;ß) área D, es una aproximación de la masa to- 


i=1 
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tal de la lámina, y es también una suma de Riemann para la función continua p. Al 
pasar al límite cuando las normas de las subdivisiones tienden a cero obtenemos la 


masa total de la lámina. 
M -f p(X;y) dx dy. 
D 


Es decir, se define 

También se puede definir el primer mornento o momento estático respecto del 
eje x, considerando la suma de los momentos de los recintos de una subdivisión y 
el paso al límite: 


M, -f p(xiy) y dx dy. 
D 


Anålogamente, respecto del eje y, es 


M -f py) x dx dy. 
"do 


El centro de masa de la lámina es, por definición, el punto KaYa) con coorde- 


M M 
nadas x= AE Ya = ZE 
Í p(x:y) x dx dy f p(x;y) y dx dy 
D D 
O sea, Xo = iM = à 


Ye 
Í p(xy) dx dy fl p(xy) dx dy 
D D 


Para una lámina homogénea, como la densidad es constante, resulta: 


f x dx dy fro 
D D 
E Ei E PE AA 
f dx dy 
D 


G Ya 
f dx dy 
D 
O sea, si la densidad es constante, el centro de masa depende exclusivamente 
de la forma de la lámina y no del material, En este caso, se lo suele llamar centroide. 


El segundo momento, o momento de inercia, respecto de cada eje coordenado, 
es: 
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L -f p(x;y) y? dx dy ls || py) x? dx dy. 
D D 


Encontrar el centro de masa de la lámina rectangular D =((xy)/0=x=<2 A 
A 0 < y <3), si la densidad en cada punto es el producto de sus distancias a los 
ejes coordenados. 


Es plx:y) = xy, luego M || 
D 


Ejemplo 1 


2 y=3 
xy dx dy = | dx xy dy = 9, 
y 


o y=0 


2 y=3 
M -f syaa- af xĉ?y dy = 12. 
” Jo o Jy=o 


Por lo tanto, x = ny =2 =» G= Za). 


Ejemplo 2 


Calcular el momento de inercia, respecto del eje x, de una lámina que tiene la 
forma del recinto D = {{(x;y)/0 = x = 1 a 0 = y < Vx), sila densidad en cada punto 
es p(x;y) = x+y. 


1 yv 
g -f| (x+y)y? dx dy = f af (xy2+y3) dy = 
D 


o y=0 
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Si queremos definir masa y momentos de primero o segundo orden para cuer- 
pos que tienen la forma de sólidos simples, podemos efectuar consideraciones aná- 
logas a las hechas para superficies planas. 


Si el sólido es S, resulta M = Il p(x:iyiz) dx dy dz donde p es la densidad. 
JJS $ 


Los momentos estáticos, definidos respecto de los planos coordenados, son: 


q¿qE__A —.n—_e_aem MG [rev zoxayéz-- OA 
IS 


M = i p{X;y;z) x dx dy dz 
yz s 


M -Íj pxiy:z) y dx dy dz 
xZ s 


Las coordenadas del centro de masa son: 


Para los momentos de inercia, definimos: 


p -f p{xiy;z)(y2+z?) dx dy dz 
sS 


1 -f p(x;y;Z)(x2+z2) dx dy dz 
Y s 


s Il plxy:z)(x?+y?) dx dy dz 
14 S 


Ejemplo 


Hallar el momento de inercia respecto del eje z, de una pirámide triangular ho- 
mogénea, congruente con el sólido 


S= (yy =201y2=20,.0=<z=1-x-y) 
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1 y=1-x z=1-x-y 
I= 2 af d x24+y2) dz = —2 
z y ( ¿+ y ) dz T 


y=0 2=0 


EJERCICIOS 
1) Masa de una placa homogénea con la forma del recinto D = {X y)/y? = x = y+2) 


2) Ídem si D = ((y)/|x| = y = x2 + > 


3) Hallar M, para la placa homogénea D = tyt = > x S y <= 2-3x2). 


4) Coordenadas del centro de gravedad del sector circular homogéneo 
S=((r)/0<r<3 1 -Gsts 


5) Coordenadas del centro de masa de una lámina semicircular de radio 2, centrada 
en el origen (y > 0) si la densidad está dada por p(x:y) = 3(x2+y2), 


6) Masa del sólido homogéneo S = ((xiy;2)/x?+y2=<9 a 0522 4). 


7) Momentos estáticos de un sólido homogéneo S, respecto de los planos coorde- 
nados, si S = {{(x;y;z)/0 = z < 4-x?—4y? a x+tysiax=0ay=0} 


8) Calcular la masa de una semiesfera de radio 4 y centro en el origen si p(xy;z) = 
= 3z para cada punto (x;y;z) de la misma. (En coordenadas cilíndricas.) 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 8 
Sección | 
1 27 o 55h 2 
13 2,4 35 aE 5) im R Zvi 
Sección Il 
1) r 2) aa 3) Sz a LVZ] 5) 24 
T 
o 7) m(e25-1) 8) velet-1) 98 10) -F 
2 1000 7r 8x 
11) rn 12) 87 198 14) 15) 2 (2-2 
64 m 
19) E. 
Sección IV 
204/61 
1) 67 2) 8m-16 3) -F (6V5-1) 4 3m-4 5) EStiA 
Sección Y 
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)M=zp 23M=L 3M =k o 0X , 
16 yeaS m2 
5x0 yoso ©) 7)M,=- 70 "0 
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9. FUNCIÓN VECTORIAL 


- Al estudiar función compuesta hemos definido función vectorial y hemos visto 
su representación paramétrica (pág. 137). Como las funciones vectoriales tienen im- 
-portantes aplicaciones, estudiaremos cálculo diferencial e integral para las mismas 


Recordemos, en primer lugar, la definición: 
fa función :A-—>B es vectorial si y sólo si AGR a BCR’ a n>2. 


Ejemplos 


a) f: t— 3t21+2t]-5t0 k es una función vectorial cuyo recorrido es un conjunto 
de vectores tridimensionales. 
También puede indicarse, 
Lt (X;y;z)/x = 3% a y = 2t a z = 5t, 
O bien, 1(t) = (3t2;2t;—5t3). 


b) dio senti- jaisten 


En este caso, el dominio es el intervalo paramétrico [1;7] y el recorrido es un 
conjunto de vectores bidimensionales. 


También —3:t=> (x;y)/x = sent a y = -2 atstsr. 

c) hit> AAA, Eh D aha aa Sh ()rasteb. 

El recorrido es un conjunto de vectores n-dimensionales, cuyas componentes 
están dadas por las n funciones escalares Ay hyro O sea, h = (h hgh) Por 


lo tanto, a cada número real t del intervalo paramétrico [a;b] se le asigna como 
imagen un vector del espacio A”. 


Es ht) = (h,(0:h,(0;...:h, (0) con x =h nieNatsisn. 
Si UB, son los vectores de la base canónica de R^, puede anotarse: 
ht) = h (Dü, +h (hü, +.. +h (00. 


Las definiciones de límite, continuidad y derivabilidad se extienden en forma 
simple de las funciones escalares a las vectoriales. 
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l. Límite de una función vectorial 


El vector ZeR* es el límite de la función vectorial Í en ty Punto de acumulación 
de su dominio, si y sólo si 


Ve > 033 > OVt: (teD; a 0 < liar] < 3 = [9-7] < e). 
Ejemplo 
Para Ë: t— (t;2t2), probar que lim KO) = (3,18). 


En el cálculo realizado, el vector límite tiene como componentes los límites de 
las respectivas componentes. Ésta es una propiedad general que demostramos en 
el teorema siguiente. 


Teorema 


Sea f: A— R" una función vectorial tal que Ñ) = (£,(0:f,(0:....£.(0) y t, UN pun- 
to de acumulación de su dominio. Entonces, 


Para cualquier € > 0; debemos encontrar S(€) > U tal que se verifique 


[K(0-(3,18)<e€ si 0<|t-3|<5 
O sea, |(t;2t2) (3,18) <e si 0< jt-3| < ô 
[(t-3;22-18) <€ si 0< jt-3|< 8 


Finalmente, lo que deseamos probar es que 
V(t—3)2+(2t2—18)2 < € si 0 < |t-3| < 3. 
Obsérvese ahora lo siguiente: 


V (t-3)2+(2t2-—18)2 < € se verifica si se exige simultáneamente 


3] < La [22 -18| < E 


al YE 


En efecto, 


(t-a <L => (1-3) <E) A (22-181 <É > (22-18) < E) 
ve 2 v2 2 
Luego, (t-3)2+(22-18)?< e? y también V -3r @E-TBJ? < e. 


Pero, considerando las funciones escalares que forman Î, como lím at =3, 


Ve > 035, >0 tal que [t-3| < si 0<|t-3|<3,. 


su 
v2 
Análogamente, 
ír a € : 
como lim (2t?) = 18, Ve > 038, > 0 tal que [22—18] < Y si 0< [t-3| < ôy 


Luego, tomando $ = mínimo (8 KAN 
0 < |t--3| < 3 = V(t-3)2+(2-18)2< e, 
y queda probada ta existencia de límite. 


Para hallar los valores 3 , Y $, Se procede como se hizo en Cálculo 1 - pág. 96, 
para probar la is del límite de funciones escalares. Por ejemplo, puede ser 


€ € 
a=- Lys 2=<t= 4). Luego, $ = mí (i ). 
E Er es Sta begona mn 14V2. 
0<8, s1 
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_ lm (H =Z =ViliNrisisn => lím, 1().= £ siendo Z = (Z 2; ))- 
e E T E w 


1) Si existe £, se verifica Ve > 038 > 0: (0 < |t-t |< 5 = ÑY- < e). 
Ahora bien, Vi: 
(0-2) = V[L(0-€P= VIE (0-€ P+[1,(9-2 2... +[1,(9 € 12 = 9-4. 
Luego, Ve > 038 > 0/0 < Jr < ô > [(9-€] = ~ë] < € 
y, por to tanto, lím, 1) = ĉr 
0 


2) Si lím, f(t) = €, entonces Ve > 038, > ofo < et, < 8 = fO-el< 
0 


€ ) i 
Pa 
Vn: 
, Eligiendo 3 = mínimo (8,5 p;...:0,), resulta: 


0< ly <a= [fi9-2 = Y IS ep < 


y, por lo tanto, lim, Ñb) =Z 
0 


(Obsérvese que esta demostración coincide con la efectuada en el ejemplo an- 
terior al teorema para n= 2.) 


Para calcular, entonces, el límite de una función vectorial, basta calcular los lí- 
mites simples de las funciones escalares que la forman. 


Por ejemplo, lím (se 1;4t; +)- (4:4:1). 
O bien, im, (6-10 je Lk) = 41+4j+k. 


Las propiedades y definiciones de! límite para funciones vectoriales se reducen, 
entonces, a propiedades y definiciones para sus componentes, que son funciones 
escalares. Ello sucede también, como consecuencia, para continuidad y derivabi- 
lidad. 

Veremos antes algunas operaciones entre funciones vectoriales y también entre 
funciones escalares y vectoriales. 
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EJERCICIOS 
1) Sean f, y £, las siguientes funciones escalares: iia k Buc 
f ; ro i2 2? 2t+6 
Hallar un dominio conveniente para f = (RA y encontrar K-5) y K(2). 
2) Sean f, fpf, y fẹ las siguientes funciones escalares: 
Bm 
ft ÉL f : t= 38-2t fit as tito l 
2241 H ? t+t-2 i P-4 


Dar un dominio adecuado para $= (f,f,:f:f ) y hallar 1(0) y (3) 


3) Siendo f= (ft) f¿t=3t+4+1 f¿1>%+5 0O=<t=2, probar la existencia 
de lim. 


toto aA 
) 


4) Calcular a) im (2-e;41;5) b) m ($-a 
sen + 


8-2t2 12-5t+6 i) 
Lota 144 i 


c) tim, ( 
l. Algebra de funciones vectoriales 
Sean FA R" y ğ: B—> R" dos funciones vectoriales, definimos: 


1) Suma 


La función vectorial h es la suma de las funciones vectoriales f y 3 si y sólo si 
Ve h(t) = (Eg) = 1(09+4(0. Su dominio es AMB. 


2) Resta 


La función vectorial À es la resta de la función vectorial f menos la función vec- 
torial 8 si y sólo si Yt = Á(t) = (f-9)0) = (9-3(0. Su dominio es AMB. 


3) Producto escalar 


; La función escalar h es el producto escalar de tas funciones vectoriales Î y ĝ si 
y sólo si i yt: hi) = Ë- O)(t) = f(t) e g(t). Su dominio es ANB. 
O bien, si I = (E040; (0) y at = (g,(0:9,0:;--9,(0). entonces 


ht) = Ë -DO = D O0 
im1 


294 


$ 


Oz O 


MW 6 


ROS 


Nótese que, como ei producto escalar de dos vectores en R° es ur: número real, 
el producto escalar de dos funciones vectoriales es una función escalar. 


4) Producto vectorial 


La función vectorial h es el producto vectorial de las funciones vectoriales Í y ġ 


si y sólo si Yt: hm = Fam = f(t) a Gl). Su dominio es AMB. _ : 
La función producto vectorial Í a Y solamente se define para f y Y con recorridos 


incluidos en R?. 
O sea, para f= (t:t,:£,) n 8 = (9/9/97), 


es'ing= (t,9,—19,:1,9,1,941,9,—1,9,)- 
5) Si f es una función escalar y Y una función vectorial, entonces el producto 
{g es la función vectorial h si y sólo.si Yt: A) = (X) = aA). 
Ejemplo 
Siendo f: t— (3t2; sen t; t?+5) 
3: t> (cost; t+t; 9) 
h:t—t4 (función escalar), 


resulta: 
i Hg: t> (3t2+ cos t; sent+t+1 ;t9+14) 
Î e ġ: t — 3t cos t + sen t(t+1)+(19+5)9 (función escalar) 
Ta ĝi t— (9 sen t=t4-5t-t3—5; t? cos t+5 cos t 271%; 3t3+3t2— sen t cos t) 


hi = (3t6; t4 sent; t7+5t4) 
h(YA(D) = (t4 cos t ; t5+t4 ; 9t). 


Utilizando la definición y el teorema probadó para límite de una función vectorial, 


pueden demostrarse las siguientes propiedades: 
Si Í y 8 son funciones vectoriales de una variable real, que tienen, cada una, 


límite finito en el punto to de acumulación de ambos dominios, entonces se verifica: 
1) m, (K(09+3(9] = lím, 40) -+lím, alt) 
o 0 0 
2) lim, (9-30) = lim, H(9-lím, git) 
o 0 0 
3) lím, ie) e 90) = im, ii) lím, St) 
o o 0 
4) iim, ÑO a 3(9) = lim, 1(0 a lim, 30 Ë: A — R? a ĝ: B — R?) 
o o 0 


5) lím, (n(YS(Y] = llim, att) si existe lim, h(t) = €. 
to to to 
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EJERCICIOS 


1) Siendo f: t— 5t3ï+t]—-t3 k, d:1> senti- cost], hallar +8, Ta g, Pei 


2) Siendo Î: t— cos 5t} + sen Bt], ĝ: t—> —5 sen 5t1+5 cos 5t j, hallar Er 9. 


3) Siendo h:t 241, f: 1-41 +7 k ð: I etor hautaa 
) Uta 21841, Et 191 4t1+7k.9:1> i-t} k, hallar a) hf b) heg. 


-ML_Conti nuidad-de- -una-función vectorial” AA Á 


Sea f: As R° y t, un punto de acumulación de A (ACR). 
Definición 
f continua en t, Si y sólo si: 


1) existe el vector KA) 
2) existe lim, 0) 

0 
3) lím, 10 =i 


En otros términos, Î es continua ent si i 
S, contin si y sólo si Ye > 033 > 
ISA A 0< h-t] < 8 implica [K)-$t)| < e” di 


Si t, es un punto aislado el 


; n el dominio de Î, enton ió i 
E pi o onces la función es continua en 


Teorema 


Siendo f= (tai 
minio si y sólo si para t 
es continua en t.. 

Para probarlo, 
torial (pág. 293). 


n t es continua en el punto t, de acumulación de su do- 
odo número natural i, tal que 1 =i s n, la función escalar f 
i 


basta utilizar el teorema análogo para límite de una función vec- 


ai También puede demostrarse, 
f+9, t-9, feĝyf ağ. Sihesuna fi 
lo es h.f. 


si fy ğ son continuas en ty entonces lo son 
unción j ié 
escalar continua en t y, Entonces también 


Finalmente, una funci 


ón vectorial f es continua sobr 
lo es en cada uno de sus AS 


junto C si y sólo si 
puntos (continuidad puntual). : ALAS 


Ejemplos 


z sent 
1) f:t- (=x, r )es discontinua en t = 


pk 0. La discóntinuidad es evitaole pues 
tím f) = (4:0). 
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(= 2) sit+0 
2 tito , es continua en R 
(1,0) sit=0 


3) tt>( mant t ¡t9-1 E )es discontinua en Z. Todas las discontinuidades 


son esenciales pues si a € Z, entonces no existe lím w). 


EJERCICIOS 


1) Para cada una de las siguientes funciones encontrar sus puntos de discontinui- 
dades y clasificarlos: 


a) tio ( 1 19:24) 


b) t> (Int;15) 1 0<t<5 


c) tito (signo: +) 


2) Construir una función } A— R? que presente una discontinuidad evitable, 


3) Construir una función  A=R que presente una discontinuidad esencial. 


4) Construir una función Í que presente infinitos puntos de discontinuidad. 


IV. Curvas 


Sea f: [aib] > R°. Si jes una función vectorial continua, su recorrido es una 
curva en el espacio de puntos (o vectores) R°, que se considera descripta por la fun- 
ción y une los puntos {(a) y Ñb). Estas curvas suelen llamarse “curvas puntuales 
y su estudio es tema de geometría (analítica o diferencial). 


Definiciones 
Sea Î: [a;b] > R° una función vectorial continua y C la curva asociada. 
1) C es cerrada «> f(a) = f(b). l g 
2) C es un arco = (a) +1(b) (ta) y Kb) son los extremos del arco). 
3) C es simple «> Í es inyectiva en (a;b). p g 
O sea, Vt Vi, (t elab) n teab) a t +t, > te +1). 
4) C es una curva de Jordan = C cerrada a © simple. 


e aa 


curva cerrada $ arco arco simple curva de Jordan 
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Como las funciones vectoriales son de gran utilidad en física, las curvas asocia- 
das a ellas, en R? y R3, suelen utilizarse para movimiento de partículas. 

Sin embargo, la curva puntual, o sea, el recorrido o conjunto de imágenes, no 
alcanza para describir el movimiento de la partícula, pues la misma curva puede ser 
trazada de maneras diferentes, con distintas velocidades o sentidos opuestos, y elio 
no depende solamente del conjunto de imágenes sino de la función misma. 


Por ejemplo, consideremos las siguientes funciones vectoriales de [0:27] en R2: 


lts (cos t; sent) a 0 = t2 2yr : 
: t— (cost; ~ sent) a 0 st 2 2r 
h: t— (cos 2t ; sen 2t) a 0 =t = 2r 


La curva puntual es, en los tres casos, la circunferencia 
radio 1. En cambio, consideradas como trayectorias, son dif 
En el primer caso, la cu 
valores crecientes del pará: 


centrada en el origen y 
erentes. 

rva es recorrida en el sentido positivo o antihorario, para 
metro t, desde O hasta 27. En el segundo caso, en cam- 
bio, la misma circunterencia es recorrida en el sentido de las agujas del reloj, o sea, 
opuesto al anterior, para los mismos valores crecientes del parámetro. En el tercer 


caso, finalmente, para el mismo intervalo paramétrico, la circunferencia es recorrida 
dos veces en sentido positivo, 

Por ello, si bien para cuestiones geométricas puede alcanzar el estudio de la 
curva puntual, cuya ecuación en el caso propuesto es x2+y2 = 1, en general se ne- 
cesita la trayectoria, o sea, es necesario considerar la tunción vectorial asociada. 


Todas las funciones vectoriales, cuyo recorrido es la misma curva, descripta en 
igual dirección o sentido, se llaman equivalentes, 


Por ejemplo, consideremos las funciones vectoriales 


Ft (4cost;4sen) a 0ste 
Sto (VIBE) r0<t<4 


La curva puntual, para ambas, es la cuart 
en el origen y radio 4, 
(4;0) hasta el punto 


Para 


a parte de la circunferencia centrada 
ubicada en el primer cuadrante y descripta desde el punto 


(0;4). Luego, + y 9 son funciones vectoriales equivalentes. 
h: t— (4 sent; 4 cos Urn0st< > la curva puntual es la Misma, pero 
recorrida en la dirección opuesta, 


fy h son opuestamente equivalentes. También lo son g yh. 


En general, sii 
mente, con A = Ña) 
cial A y punto final B, 

Si f y 3 son opuestamente equivalentes en 


B = f(b) = á(0), entonces la trayectoria de la pri 
BA con punto inicia! B. 


y g son equivalentes en los intervalos [aib] y [c;d] respectiva- 
=4(c) y B= 1(b) = ĝġ(d), la trayectoria es AB, con punto ini- 


[aib] y [c;d] con A = Ka) = á(d) y 
mera es AB y para la segunda es 
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` Ejemplo 1 


Consideremos una elipse, centrada enel origen, a a Ue = 4, Bus 
camos dos funciones vectoriales equivalentes, asocia 
Sean f: t— (2 cost; sent) a 0 sts 2r 
9: t— (2 cos (27t); sen (27t)) a 0 £ t 5 27. 


Ejemplo 2 


i j rante, las 
Si elegimos solamente la cuarta parte de la elipse, en el primer cuad 
funciones 


tu (2VT-u u) a0 susi 
T 
ġ: t— (2 cos t; sen t) ^ Osts7 
i soci la par- 
: pii vamente. La curva asociada es 
son equivalentes en [0;1] y (o; z] respecti 


te de elipse AB con A = (2:0) y B = (0;1). 


f Í diante un 
En este último caso, las funciones equivalentes se han obtenido me 
cambio de parámetro, haciendo u = sent, 


Tr 
i :1] siendo 0 =sen0 a 1 = sen-7. 
á está definida en [0.3] y Ten [0;1] siend > 


i j a aquí des- 
$ Ahora, la equivalencia de funciones vectoriales, correa ig del do 
de un punto de vista más bien geométrico y hasta físico, puede da 


formal en su aspecto matemático. 


Definición ea 

Dos funciones vectoriales Í y ð vela a ea E 
quivalentes si y sólo si existe una funció rro oN 
aane En [c;d], con a =h(c) y b = h(d). tal que ytefc;d] es 31) = [hi] 


> H 1 
= i y xi 
2) opuestamente equivale! tes si y sólo si existe una función escalar h, conti 
Ma saa ctamente decreciente en [c;d] con a = h(d) y b = h(c) tal que Ytefc;d] es 


alt) = Eh. 
a(t) = fhe] 2 


En el ejemplo 2, es h(t) = į á 
S h(t) = ser. t y h0] = 4(t). La función h ? * EJERCICIOS 


= sen es continua 


y estrictamente creciente qu qe 
en |0; ap Luego, f y 3 son equivalentes. iva A +1 Ivast] 
A 1) Demostrar que Í y 3, tales que f(u) = 2 sen u +(1-2senu)] y 9) = 11+(1-1)] 
Ejemplo 3 son equivalentes en [o5] y [0;1] respectivamente. 
tus (2011-40) 10<u<2 y =x2+3 
t> (Pj1-1) 1 1<t=<2 2) Siendo cf hallar dos funciones asociadas equivalentes. 
Taon - A A NONE ; 0sxs1 
dibes Z un aen de aes emoa] y [1:2] respectivamente. La curva asociada a A 1 A LA AS AA O 
(4;--15), ecuación y = 1-x2 recorrida desde (1:0) hasta 3) Ídem para C:y=-—37 en [2:3] 


El cambio de parámetro está dado por u = 2 log,t pues t? = 2 
2 Fen 


calar h/ h(t) = 2 log,t es estrictamente creciente en [1:2] dos 


4) Siendo C: xy = 4 en [1;2], hallar dos funciones vectoriales asociadas opues- 


- tamente equivalentes. 


Ejemplo 4 
5) Ver si los siguientes pares de funciones son equivalentes u opuestamente equi- 
$ u+5 valentes: 
hu ( u)a suss 
a) È u— (u;3) 10=<u=s1 
j ğ: h ; s 
e (1 E) r2stss o eS 
2u-1 
suzi 
b) Eu (u; ut) ao u 
y 5 144t. 1 1 
ato (E st) ^ 75t 
a 
c) f us (u; uti ) n3sus4 
u-2 
ás EE eto (Eb) t=7. 
i Dibujar tas curvas asociadas en el plano xy. 
S E 


u= 
poy ° ea) con h(4) => a h(2)=5 


V. Derivada de una función vectorial 


ni = — E > ' f i 
(t-1)2 h estrictamente decreciente. Sea | D— R" una función vectorial y t, un punto interior a D. 
f tiene derivada en el punto t, si y sólo si existe 
Luego, Í y 3 son o 
, ¡puestamente f uon i 
e equivalentes. OMA _ 
im T, =P). 


La definició j i 
n de funciones equivalentes u opuestamente equivalentes se extien: 


de para recorridos en R3 y en R’, 
tercera, etcétera. 


Análogamente pueden definirse derivada segunda, 
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AAA 


EXA 


La condición necesaria 


ble es que lo sean las funciones escalares que la forman. Pue 


PO (PURA Y e j 7 
( o) (Et) siendo f = tf) y t, Un punto interior a su dominio 


Teorema 


Sea i= (fit: i) un ió 
Horen a fun + ra pa 
derivable en t si y sólo si las ola a E de T ead ollo 
E A escalares ff... ; 
Además, PF = (hafif) con D; = D,MD,N..D rf#-f, son derivables en Es 
1 ES S 


h 
Por el teorema de límite para una función vectorial (pág. 293): 


í Dt) ) 


tt ' to A sm, n 
- o 
Luego, P(t) = EADE tE). 


EOE) i BOE) 


allar EE (i 
t 


Ejemplo 


Sea Î: R — RV = (221) 1+(19-30) j + sent k 


EU = atr+(ót9-3)] + costk 
ty = 41+12t2) — sentk 
Po = 24tj- costk 
T(N = 24] + sen tk 
T(t) = cos tk 


Definición 


Sea la curva C definida por x =f (t) 
= (XoY y Zo) que pertenece a la misma. R 
recta que pasa por dicho 


vable (f= IÓN 


S = A0] az= 1,0 y. un punto Po = 

ecta tangente a la curva C en P es | 
la 

Punto y es paralela al vector EANAN) sif es deri- 


RN Zz 


Su ecuación es: = = _2 i 
RA TO T (Vi: Mt) = 0). 


Suele anotarse 


KPJ YP) HP) 
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y suficiente para que una función vectorial sea deriva- 
de demostrarse que 


` Ejemplo 


Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva dada por: 
x=3B-11y=Bpnz=2+5 en CST 


AN) =6t,=6 1 it) = 3 =3 a fit.) = 2. 


En forma paramétrica: x= 6A+2 a y = 3A+İ a Z= 2+7. 


Áigebra de derivadas 


Pueden probarse propiedades análogas a las de funciones escalares. 

I ÈA> R 9:B>R". 

Se demuestra que (f+8)'(t) = 7(9+3'(9 donde t es punto interior al conjunto A 
y al conjunto B. k 


2) Presenta particular interés la derivación de los distintos productos que se han 
definido. 


a) producto de función escalar por función vectorial 

Sean g: A— R, tB-=R" una función escalar y una vectorial, respectiva- 
mente, ambas derivables. 

Demostraremos que (gf) (Y = g (U +g i). 

Si t, es punto interior a ambos dominios, por definición de derivada es: 


(DOD) IÄN -t -t +9 


(90) =m, maT lim, E, > 


A OA m0 4 
= lim, o o) + tm, (at — ) = at) I 


Las justificaciones de esta demostración son análogas a las ya vistas para de- 
rivación del producto de funciones escalares (Cálculo 1 - cap. 6). 


b) producto escalar de dos funciones vectoriales 

LA=>R" 9:B>R” son funciones vectoriales derivables y 
interior a ambos dominios. 

Probaremos (+ 5)'(1) = Ë) + 3(0]+[K(0 -9'(0] 


1, es un punto 


Lo haremos, en particular, para Í= (toto) g= (9,9794), siendo análoga la 
demostración general. 

Sabemos que el producto escalar es 1-3 = f,g,+T,0,+1,9, siendo f-G una 
función escalar. 
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Recordando la regla para derivar productos de funciones escalares, resulta: 
fay = (t,9,+t,9,+f,9,)' S fa, Higi +f¿9,+t,9,+f.9,+,9% K 
= (f9,+f,9,+f9)+(t,9, +f,9, +9.) = Ë aia) 


c) producto vectorial de dos funciones vectoriales 
f: A => R3, ġ: B — R? son dos funciones vectoriales derivables. T 


Ëa aD = (PO a aw) 3110). 
Si f= (tat) y ğ= (9,:9,:9,), su producto vectorial es: 
tags (t¿9,—1,9,1,9, =t,9y:f,9,—1,9)- 


Recordando que la derivada de una función vectorial tiene por componentes 
las derivadas de las respectivas componentes, resulta: 


(ay = (1,97 +1293 1,9, =f 03 :£9, +L 0; f9,—1,9, :£ 9, +,0,—1,9, 1,91) = 
= (19, —1,92 ; 19,719, :1,9,—f29,)+ (1,9329) 5 19, —f 9; i f,937f,9;) = 
=(P a + a ar) 


Aplicación 


Sif es una función vectorial derivable, y para todo t : [(t)] es constante, entonces 
el producto escalar f(t) -F'(t) es constantemente nulo. . 


Demostración 
Por propiedad de vectores: [aj? =á.á, 
Luego, Vt: si fÐ] = k, es f(t)? = k2. 


Entonces resulta: F(t) Kt) = k2. 
Derivando el producto escalar anterior, es: 


EPO =F(9 «y +Hy P = 2F(9 Uy = o. 
Por lo tanto, P(t)*1(t) =0. 
Geométricamente, esta propiedad indica que si una función vectorial derivable 


tiene por imágenes vectores de módulo constante, entonces, en cada punto de la 
curva, el vector derivado f'(t) es perpendicular al vector (t). 


EJERCICIOS 


1) Derivar las siguientes funciones vectoriales: 
f: t> (8- cos 2t ; e8 ; 12 In t) 


304 


Demostraremos que, para cualquier punto t, interior a ambos dominios, es: 


—— Hallar, 8. (1-9) y (+1 : 


a Cale 
g:t> (43) 
3 +1. t 

2 
h:t> (cost — tg t; arctgt— 2) 


dE 
2) Sean Ñt) = (5% ; 22+5 ; 3t), 9(0 = (sen 3t; cost + -p nga). 


3) Hallar Ë a 9) si Ky = eri+r2tj-3k, (0 = inti +e"tj + k 
4) Calcular =P a Ẹ” si Et 5t01+t2] — cos 3t k. 


5) Siendo f(t) = t? i-3t] + aW = ti-38j+t2 k, hallar (1-9) y (En 9). 


VI. Versores principales 


a) Versor tangente 


Dada una curva C, asociada a una función vectorial f = Calata) con daa 
no simultáneamente nulas, definimos como vector tangente a la misma e 


= (XoYpi2)) al vector OA ARAS 
(Es x, = BE) A Yo = It) A Za = ht) 
Si lo normalizamos, obtenemos un vector unitario, llamado versor tangente en 
el punto. 
y) 


Lo designamos T(t,) y es T(t,) “FU 
o 


b) Versor normal 


T(y ti i i iquier valor t. Por una 
El vector T(t) tiene longitud constante e igual a 1 para cualq! 
propiedad anterior (pág. 304), su vector derivado le es perpendicular en cada punto 
de la curva. 


ALTE. 


di 


O sea, aao) 
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. A a(t 
Si normalizamos al vector an obtenemos un vector unitario Ñ(t), que 
EUO)) 


tiene la dirección y el sentido de dt 


y se llama versor normal o versor 


normal principal. 


af 
E ato 
En Ea es NG) = To] 


arto) 


c) Versor binormal 


Si efectuamos el producto vectorial T(t) a Ñ(Y, obtenemos un vector perpen- 
dicular al plano que ambos determinan. 


Este vector es unitario pues [TB a ÑO = 1.1. sen = = 1. Se lo llama ver- 


sor binorma! B(t) y es B(t,) = T n At). 

En cada punto de la curva, los versores definidos forman un conjunto de vec- 
tores mutuamente ortogonales, llamado triedro de Frénet o triedro fundamental o 
intrínseco de la curva en el punto. 

El sentido de T es el de los arcos crecientes, o sea, de la trayectoria, el de Ñ 
hacia la concavidad y el de Š tal que la terna T Ñ B sea dextrógira, si lo es la ter- 
ha elegida en el plano coordenado. 


Los versores principales, con origen en Po determinan los siguientes planos: 


1) plano osculador, determinado por T y Ñ. Es perpendicular a Š. 
2) plano normal, determinado por Ñ y Š. Es perpendicular a T. 
3) plano rectificante, determinado por T y È. Es perpendicular a Ñ. 
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1 
plano 
reçtificante 


Para hallar las ecuaciones de cada uno de estos planos en un punto de la curva, 
consideramos que son perpendiculares, respectivamente, a la recta binormal, tan- 
gente o normal y procedemos como lo hicimos para hallar la ecuación de la recta 
normal, conocida la ecuación del plano tangente (pág. 132). 

Por ejemplo, el plano normal a la curva C en P, es perpendicular a la recta 
tangente en dicho punto, cuyos coeficientes directores son AAA si la cur- 
va está asociada a la función vectorial derivable Î= (tot). 

Si P es un punto cualquiera del plano normal, el vector P-P, está inclui- 
do en dicho plano y resulta: T+(P=P,)=0. 

O sea, PEAXE AYY + (t (2-2) =0 es la ecuación del plano 
normal a Cen Py 


En forma análoga, si encontramos previamente las componentes de cualquier 
vector en la dirección de los versores Ñ o B, podemos hallar la ecuación del plano 
rectificante o del plano osculador, respectivamente. 

Aplicación 


Hallar los versores principales y dar las ecuaciones de los planos normal, rec- 


tificante y osculador para 1(t) = ti+t2j + Zek cont, = 1. 


Es x=tray=erz=h0 en el punto Rya (115) 


T = mHatj+2r k [TO] = VIFAA = VFA = 1422. 


3 2 = 
ia A 
1422 1+2t? 1+2? 
y ts e 
Por lo tanto, NM) = + ik 
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da) _ at 14 248 ja a 
dt q+az2 (+282  (1+23)2 

dŤ 4. 24 47 ar 2 

a Ora aita ] dt o|- 


ÑG) =- 21-1] 2k 
Luego, NG) = 3 zit" 
í j k 
j B(1) = Ï wm=| 1 2 2 
Finalmente, B(1) = T(1) a N(1) 3 3 3 
-2 1 2 
3 3 3 
Ba=21-2j+ 1 
BN =F] zit“ 


Como el plano osculador es perpendicular a B(1) en (a: 


A O 2 1 2 
ción es z 1) q Y 1+3(2- )-0 


3 
a 
201) - 20-1) + (2-5) =0 
s2 
2x—2y+z = z 


El plano normal es perpendicular a T(1), luego su ecuación es 


1 2 2 2 
A (2- 5)=0 
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3 


2 
, Su ecua- 


= 
Em 
a 
a 
A 


4 


ray +2(2 -Ż )=0 
13 

2y+2z = ——, 
x+2y+2z 3 


Finalmente, el plano rectificante es perpendicular a Ñ(1). Su ecuación es 


A o a 
-Ê g1) -4 y-1) + 5 (2- 2)-0 


21 +y=0-2(2 3 2) =0 


Si la función vectorial ise asocia con el movimiento de una partícula sobre la 
curva C, el vector derivado f'(t) da la velocidad en cada instante t. 

Como ya hemos indicado, los versores tangente y normal, con origen en el punta 
correspondiente de la Pete determinan el plano osculador. Si se eligen tres valo- 
res del parámetro t:t,,t,.t,, y se considera el plano determinado por los tres pun- 
tos que les peas en la curva, se puede demostrar que la posición del plano 
tiende a la del plano osculador en Pp = KA) si BYR tienden a t,- Por eso, se dice 
que el plano osculador en un punto es el plano. que “aproxima”. la curva en la ve- 
cindad del punto. Si la curva es plana (no una recta) entonces el plano osculador 
coincide con el plarío de la curva. 


Se puede probar también que el vector aceleración F(t), con origen en el punto 
P = f(t) está incluido en el plano osculador. 


aw) 
y dt 
En efecto, sabi N0 == — zz TT 
n efecto, sabemos que (t) | O) | 
o bien, S00 ga] MO 0. 
Como tO =F = FoRo, es ro = (0) = -roto 
ata ol Ate), 


Luego, Py = == ï + [0] — 
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AA AAA 


EXI OS ER EN AENOR IN AR AA IA MA IA AAA IA IA AAA 


y también 1"(1) -HLO to + rof LE NO según (1). 


di 


O sea, para adecuadas funciones escalares o y B, es 
P = aT. 


Luego, F(t) es combinación lineal de Tío y (0, por lo cual es coplanar con ellos. 
O sea, está incluido en el plano osculador. 

Por lo tanto, dada la función vectorial Í, si tiene derivadas primera y segunda, 
los vectores f'(t) y F(t) son coplanares y además están incluidos en el plano oscu- 
lador. 

Puede utilizarse esta propiedad cuando se desea hallar la ecuación del plano 
osculador, Luego, a partir de ella, pueden hallarse en forma simple las ecuaciones 
de los otros planos y rectas que completan el triedro principal. 

Para ello, procedemos de la siguiente manera: dada Î tal que 


KO = OTLOÍOK y P= yiz) = 1), 
puede hallarse en primer lugar la ecuación de la recta tangente: 
XX, y Y, 2-2, 


D EY) 


si las derivadas no se anulan en el punto. 


La ecuación del plano normal es la del plano perpendicular a la recta tangen- 
teenP. 
o 


A continuación hallamos la ecuación del plano osculador. Para ello, recordamos 
que K) y Pt) están incluidos en el plano. Por lo tanto, para un punto cualquiera 


P = (xjy;z), que pertenece al plano, el producto mixto (P=P I P) avr) es 
nulo, por tratarse de tres vectores coplanares. 
Luego, la ecuación del plano osculador en Po es: 


XX YY) 2-2, 


MD BD E) | 0 
A AA 


Ecuación que suele indicarse: 


Xx Yo Zo 
=0 
žo Yo Zo 


Ahora puede hallarse la ecuación de la recta binormal, que es perpendicular al 


$ piano osculador. 


Si la ecuación del plano osculador es ax+by+cz = d, la ecuación de la recta 
= = -z 
XX, YY) Z 

binormal es z = 5 = Kz. 

Si realizamos el producto vectorial de dos vectores, uno de ellos neeo en la 

recta binormal y otro en la recta tangente, obtenemos un vector que mene a la 

ción de la recta normal y, por lo tanto, podemos encontrar de inmediato la ecuación 
de la recta. S J l 

Finalmente podemos hallar la ecuación de! plano rectificante, perpendicular a la 


recta normal en Po 


para aż0ab#0ac#0. 


Ejemplo 


Siendo 1(t) = (1 —5)i+(4-t+ 1)j+(88—9k, dar las ecuaciones de los planos 
y las rectas que forman el triedro principal en el punto correspondiente a t, = 2, 


P, = 1(1,) = (3:15;10) 
EO = 3% a 10 = 8t=1 a (0) = 6t-1 


1(2) = 12 a £(2) = 15 a f(2) = 11. 


Recta tangente: e RRE 


12(x-3)+15(y-15)+11(z-10) = 0 
12x+15y+11z = 371 


Plano_normal: 
(1 a la recta tangente) 


10=6 1(0=811(0=8 
£/(2) = 12 a 17(2)=8 a 1712) =6 


Plano_osculador: 12 15 11 =0 


y-15 _ z-10 
30-42 


Recta _binormal: x-3= 
{L al plano osculador) 


Considerando en la recta tangente el vector incluido 4 = 1214+15j+11k y enla 
recta binormal el vector b = ¡+30]-42k, resulta 
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j j k 
åāab=] 12 15 1ļ= -9601+515j+345k 
1 30 -42 
x-3 y-15 2-10 
Li , l: = 
uego, recta normal 860 515 345 
en X3 _ __ y-15 _ 2-10 
T 103 69 


Plano_rectificante: 


-192(x-3)+103(y-15)+69(2-10) = 0 
(L a la recta normal) 


—-192x+103y+692 = 1659 


EJERCICIOS 


1) Para $(t) = 4 cos ti + 4sen tj+3tk a) hallar los versores principales b) ver- 
sores principales para t= c) planos principales para t= r. 


2) Hallar T a) en cualquier punto b) para t= 2, siendo x = t8=1 a y = 38+2 A 
azZz=t-5t. 


3) Hallar T y Ñ para t= 0 siendo K(t) = 3t cos ti + 3t sen t] + stk. 


4) Hallar las ecuaciones de los tres planos y las tres rectas que forman el triedro 
fundamental para t=1 siendo f(t) =t + t2j+ tk. 

5) Ídem para (Y = (19-25) 1+(3t24+1) ]+(20-16) k para 1=2. 

6) Ídem para Et) =R1+(1-0)j+t0k en (1;0;1). 

7) Plano osculador y recta binormal para t=1 siendo 1(t) = eti+re-ti+ty2k 


8) Planos osculador, normal y rectificante para la curva dada por x=3k- a 
A y= 3t Az =3t418 con t= 1, 


9) Velocidad y aceleración de una partícula que se mueve sobre la curva dada por 
x=2sen3ta y =2c0s3t Az =8t 


Vil. Curvas rectificables 


En Cálculo 1 - cap. 12, se definió la longitud de arco para una curva plana aso- 
ciada a una función escalar, de la siguiente manera: si f tiene derivada continua en 
[aib], entonces el gráfico de f entre los puntos (a:f(a)) y (bsf(b)) tiene longitud 
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b b 
s= | V1+[F()]2 dx o bien s = | Vdx?2+dy?2 
a 


a 


e sa 


La idea geométrica en que se apoyó esta definición fue la de inscribir poligonales 
en el arco de curva considerado y aplicar, repetidas veces, el teorema del valor me- 
dio del cálculo diferencial. 

Para las curvas asociadas a funciones vectoriales, con recorrido en R? (curvas 
alabeadas), la idea es la misma y una curva en R? (curva plana) puede considerarse 
un caso particular del anterior, que coincide con la definición que acabamos de re- 
cordar para funciones escalares. 

Definiremos, en primer lugar, arco de curva rectificable, luego veremos que las 
curvas asociadas a funciones vectoriales con derivadas continuas son rectificables, 
y finalmente calcularemos su longitud. P Pe 

Consideremos una trayectoria C asociada a la función vectorial f = (f ataf) de- 
finida en [a;b] y una subdivisión P del intervalo paramétrico en n subintervalos: 


P = [a = tyt tyit, = b). 


A cada valor t, del parámetro le corresponde un punto P, sobre la curva, cuyas 
coordenadas son (f (t)4,(t):f,(t)). 
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> 


Los puntos P, son vértices de una poligonal inscripta en el arco de curva C. La 
longitud de la poligonal es una aproximación a la longitud del arco de curva, si ésta 
existe, 


n 
La longitud de la poligonal es L, = Die- y este número es me- 
ist : 


nor o igual que el buscado. 


Puede demostrarse que, a subdivisiones cada vez más finas, las aproximaciones 
son mejores, por lo cual parece lógico admitir la siguiente definición. 


Definición 


Una curva es rectificable si y sólo si el conjunto de todas las longitudes de po- 
ligonales inscriptas en ella está acotado. 

El supremo del conjunto es la longitud del arco de curva correspondiente al in- 
tervalo paramétrico [a;b]. 

Si A = {s/s = Lp ^ P subdivisión de [a;b]}, entonces longitud de C = Lo 
= supremo de A. 


En resumen: 

1) si existe un número real k > 0 tal que, para toda subdivisión P del intervalo 
paramétrico [a;b] es L, =k, entonces la curva es rectificable. 

2) si la curva es rectificable, su longitud es el supremo del conjunto cuyos ele- 
mentos son todos los números Lo: (Calcular la longitud del arco suele conocerse 
como rectificar el arco.) 


+ Propiedad aditiva 


Sea C una curva rectificable asociada a f: [a;b] > R3. Siendo a<c<b, C 
es la curva asociada a f en [a;c] y C, la curva asociada a ten [c;b]. 

Probaremos que C, y C, son rectificables y que la longitud de C es la suma de 
las longitudes de Cy È, 


Demostración 


Sean P Y P, sendas subdivisiones de C, y C» Su unión es una subdivisión para 
C y resulta Lo, tip = Lp =£ Lo Esto se verifica para cualquier subdivisión P, de C, 


y para cualquier subdivisión P, de C. 
También, Lo, Slan Lp, (í). 
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$ mismo sucede con C,. 


Si dejamos fija la subdivisión P,, el número L¿ — Le, es cota del conjunto de 
~ todas las longitudes de las poligonales con vértices en C, y C, resulta rectificable. Lo 


Ahora bien, por (1) Lo—Lp, es una cota superior para el conjunto de longitudes 
` de las poligonales inscriptas en C y Luego, siendo Lo, el supremo del conjunto, se 
verifica: 


Lo, = Lerte, 


También Lp = Lo-Lgo, que se cumple para cualquier poligonal con vértices 
2 1 
en C, e indica que el número L¿—L¿ es cota superior para el conjunto de sus lon- 
1 


q gitudes. . 
> Luego, el supremo de este último conjunto, Lo, es menor o igual que una cota 


$ superior, y resulta Lo, ES Loko: 


Por lo tanto to, + Lo, $ Lo (2). 


Si elegimos una subdivisión cualquiera P de [a;b], c puede ser un punto de di- 
cha subdivisión. Si no lo es, se lo agrega, con lo cual la nueva subdivisión P’ es más 
a fina que P, siendo P' = P UP, para P, subdivisión de [a;c] y P, subdivisión de 
Es LpSLp = Lp, + Lp, = Lo, + Loy 
Luego, Lp=L¿ + Lo, relación que indica que el número Le, + Lo, es una 
1 

cota superior para el conjunto de todas las longitudes Lp de las poligonales inscrip- 
, tas en C cuyo supremo es Lo 

s 3). 
Por lo tanto, Lo = Lo, + Lo, (3) 


De (2) y (3), resulta L¿=Lg, + Le, 


5 Probaremos ahora una condición necesaria y suficiente para que una curva sea 
rectificable. 


Sea f una función escalar de [a;b] en R. Si existe un número positivo k, tal que 


para toda subdivisión P de [a;b] (P = [a = tyt¿t,...:t, =b), se verifica 


D -ttp =k 
i= 


” entonces f tiene variación acotada en [a;b]. T 
El supremo del conjunto de todas las sumas del tipo anterior es la variación total 
de f en [a;b]. 
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$ Teorema 


_ Sea C la curva asociada a la función vectorial 1 en el intervalo [a;b] siendo 
f=(f úlof). C es rectificable si y sólo si las componentes de f tienen Variación aco- 
tada en [a;b]. 


a n 

- Luego, D ft- l= DE (0,1, 4) 
i=1 d=1 

Como f; es continua (por serlo $"), f, está acotada en [a;b]. Entonces existe un 


` número real y positivo k tal que [fite)l < k si c,ela;b]. 
Demostración 


1) Sea C una curva rectificable asociada a 1 y L¿ su longitud. Probaremos que : 


Luego, X, fte tt, )s D ktt) =k > (tt, ) =k(b-a). 
AA i=t j=1 i= 
.—las componentes de tienen variación acotada. -8 x. 


Por lo tanto, para cualquier subdivisión P: 
n 

D-t lt) s k(b-a) 
i=j 


y f, tiene variación acotada en [a;b]. Lo mismo sucede con f, y fy 
j 1 


Luego, la curva asociada a f= {f atat) es rectificable. 


Para una subdivisión P cualquiera de [a;b], es: 
LAOA CEN E fet 


ya que el módulo de un vector no es superado por el valor absoluto de cualquiera b 
de sus componentes. 


Demostraremos ahora que la longitud de la curva C, asociada a f (con f' conti 
b 


D PEE = 2109-10. des > nua en [a;b] y Vt:F(9+0) es Lol Polat. 


(1 ist 


O sea, f , tiene variación acotada en [a;b]. 


Definimos la función s, longitud de arco, para la curva C, de la siguiente manera: 
Lo mismo sucede para toy fy 


s(t) = L[a;t], es decir, s(t) es la longitud de curva entre los puntos correspondientes a 
a fía) y 1. 


2) Si las componentes de Î tienen variación acotada, probaremos que C es rec- Resulta s(a) = 0 a s(b) = Lọ 


tificable. 
Sea V, la variación total de fp V, la de f, y V, la de fy 
Por propiedad del módulo de un vector, es: 


Demostraremos que s es derivable y su derivada ent,, con a < t, $ b,es 


S= VEREER si T= afata) 


(e)! = IA JR) AONA] Demostración 
ivisió i 4]= i Í ditiva. 
Efectuando la suma para una subdivisión P cualquiera, es s(1,+h)=s(t) = Lla;t,+h]-Ua;t,] = L[t,:t,¿+A] por ta propiedad adi i ENI 
$ Feit p = V +V, +V. B Sea P una subdivisión del intervalo [t;t,+h] con n subintervalos. La longitu 
izi Kaie l= V, +V +V; a, de la poligonal correspondiente es 


o oti 2 
y, por definición, la curva es rectificable. 


Lp = >> fi) —Kt,_,)| siendo 
i=1 
Probaremos ahora que si una función vectorial tiene derivada continua, enton- 


ces sus componentes tienen variación acotada y la curva asociada es, por lo tanto, 
rectificable. 


ya, = VERE RGE AE 
Por el teorema del valor medio del cálculo diferencial, es 
09-421 = VEE HRO P tt 
con a Elt it) Belt at) yel ot) 

Como fi, f}, f¿ son continuas, en el intervalo cerrado Iita th] alcanza cada 
una un máximo absoluto. Sea fie 4) el máximo absoluto de f; en (it, th) AGA) i 
de A y (c3) el de f}, donde los tres puntos C,, C, Y Cy pertenecen al intervalo 
ftat +h. 


$ Teorema 


Sites una función de [a;b] en R? y su derivada Í' es continua, entonces las com- 
ponentes de f tienen variación acotada en [a;b]. 


Probaremos, si f= (f otata) que las tres funciones escalares tienen variación 
acotada. i 


Para f + Por ejemplo, es f A) = A 4) Por aplicación del teorema 
del valor medio del cálculo diferencial, con c, perteneciente al intervalo (t. pt). 
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IZ 


NS IA AN AA AIN ON AN ANN 


AL RAS AS AS des a PAL A AA E A IAS 


AAA AA A 


~ 


PN 


Por lo tanto, vi: Fla) = fte) a BB) = fc) a Ely) = Tea). 


Luego, > a) s 


tat 


RD tt) = 
i=t 


È PAE AE PA) = 


ARPA CJE h. 


Entonces, 2 [)1a,_)1= Ve EH EC FEF h. 


f En la expresión anterior, el primer miembro es la longitud de una poligonal cual- HA 
quiera inscripta en el arco correspondiente al intervalo [tyt +h] y, por lo tanto, el 


segundo miembro es una cota superior para el conjunto de dichas longitudes. 
Como la longitud del arco es el supremo de este conjunto, resulta 


Litty th] = VE PEO PARE h. 
O sea, S(t,+h)-s(t,) s VERCH CIPHER C) h (1). 


Por otra parte, si comparamosta longitud del arco entre KA yit, +h) con la lon- 
gitud de la cuerda correspondiente, es 


ía, +m-10,)] <= s(t,+h)=s(t,). 


Siendo [i(t,+h)-1(t,)] = 
si aplicamos el teorema del valor medio a cada componente, obtenemos: 
[1 +0)-10,)1 = VEENPERE HEO h, con 
a, €(ty:t,+h), Bp Elt tth), Y €lty;t,+h). 


Por lo tanto, AAA hs s(t,+h)-=s(t,) (2). 


De (1) y (2), si h>0: 


S(t,+h)-s(t,) 


Vit DPHE DRHE = h 


= vV e EA eF. 


f pom expresión similar, cambiando el sentido de las desigualdades, se obtiene 
si h<0.) 


Buscando límite para h— 0, como £,, f y f4 son continuas, 
im TPla 12 = lim Ip =f 
es lim [fep = lim [CP = P 


y análogamente para By 


Luego, s'(t,) = VIE AP EP Ea y la función s tiene derivada en ca- 


da punto del intervalo paramétrico [a;b] donde está definida. 
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AAA RATA OREA ADO ea 


a Sulta L= so-s =È 


Por lo tanto, según el teorema fundamental dei cálculo y la regla de Barrow, re- 
b b 
s'(Y dt, o bien, L, = f ojal. 


a a 


Como s'(t) = e podemos usar diferenciales en una variable. 


Siendo x=1f (Y ~ y=T,0 
dx = 10 dt a dy = £0 dt a dz = f(t) dt 
Luego, ds = V(dx)2+(dy)?+(dz)?, que es el módulo del 


vector ds = dx 1+-dy j+dz k llamado vector diferencial de arco. 
Por otra parte. como las derivadas no son simultáneamente nulas, es Vte[a;b]: 


a z=1(t, es 


s'(t) = [Pt] > 0. Luego, s es estrictamente creciente en [a;b] y, por lo tanto, al 
Tesultar biyectiva, admite tunción inversa s”1, definida en [s(a);s(b)] = [0;L.J. 


Entonces, es 1(t) = [s-1(s(9)] = fo s”Mis(0] = alst). 

La expresión {(t) = d[s(t)] indica que la función 3 tiene como parámetro a la 
longitud de arco. La longitud de arco como parámetro se utiliza habitualmente en 
geometría diferencial pues simplifica los cálculos, en particular los relativos a las 
fórmulas de Frénet para el triedro fundamental. 


Observación 


En aplicaciones matemáticas, si bien es necesario a veces el cálcuto de la lon- ` 
gitud de un arco, no es imprescindible recurrir a las definiciones y teoremas dados 
en esta sección. 

Creo que es aconsejable definir directamente la longitud de un arco de curva 
por la fórmula y justificar esta definición mediante aproximaciones poligonales, 

En efecto, dada la función vectorial f = {f f,f,) con derivada continua y no nula 
en [a;b], podemos considerar la poligonal asociada a una subdivisión P del intervalo 
paramétrico, 


Tb) 


Su longitud es: 


Lo = D faH = PORO AORTA 
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Aplicando el teorema del valor medio del cáiculo diferencial, queda: Ejemplo 2 


a) Calcular la longitud de arco para la curva asociada a Í: t—> 4 cos t1+4 sen tj 


L= TRA ABN, JA, JE 
yit sists 


nla 


a 
O sea, t= > Vila) PB) PH OP A (y = -4 senti+4 cost] = [P(0|= V16 sentt+16 costt = 4. 
it 


nii ¡AAA AA AAA AA 


Por lo tanto, Lo K dt 
o 


una sucesión de estas sumas cuando las normas de las subdivisiones tienden a cero fa 
y aceptar, como definición, que la longitud del arco considerado es 


6 b) Ídem para la curva asociada a 3:t>V16-Pi+t] si0Ost<4 
z f VECE TOEO a 
a 


PoS t N | i 2 
A 3) = - — == 1+] > A= | 
> ver vol ee 
b 
También puede anotarse L, = | VX2+92+22 dt, 4 mE 4 y 4 
Ñ tf VETE) a-f La 
siendo $ = Pt, ý =1,(0,2 = 0. o 65 o Vié-É oq) E 


Ejemplo 1 = (a arc sen +) = 4 arc sen 1 = 27. 
o 
A a e. Bo. a n 
Siendo f:t— ti + —-— j] +——k calcular la longitud del arco de curva aso- : ; x 
5 2) 6 9 $ wi Obsérvese que la longitud es la misma en ambos casos pues Ï y ĝ son funciones 


ciada si 0 sts 6. vectoriales equivalentes en [o: z] y [0;4] respectivamente. 


o 
-| [F(9] at 
a 
A NE ta e A e EJERCICIOS 
PO =Ht] + k = [M0] = 142 a 
Zy 1) Longitud de la curva asociada a f: [st] tal que 
6 6 6 A E 
Luego, Lo = | \/ 1+ La > (1) dt = (+) =42., Z (O = In (sen Di+(1+1)Í. 
o o 0 


` 2) Ídem para f:[0;7] > R?/1(1) = cos ti + cost]. 


a as : i . . a 3) Siendo t(t) = ti+t}+(4-t23)k calcular la longitud de la curva asociada en [0;2]. 
* La demostración de que este límite existe no es tan simple pues la integral de Riemann se relaciona con %2 


b n i 
el limite de una sucesión de sumas para f K(t) dt = lim DAAE 4) con f continua y c; como 2 


M y p 


A 4) Siendo +: [0;1] > R3/1(b) = (t cos t; tsent; t} hallar la longitud de la curva aso- 
ciada. 


un único punto considerado en el intervalo ft; 4;t;]. En las sumas obtenidas con las poligonales aparecen, 


en general, tres puntos diferentes æ, 8; y y, del intervalo (t,_ y; ti} y es necesario transtormarlas en sumas de QU 


M5) Para t [0:27] > RYÍ= Et) con f (t) = cos (1+ cos t), 0 = sen t{1+ cos t) 
Riemann antes de pasar al limite. 


hallar la longitud de la curva asociada. 
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Ed A. al 


O 


AAA 


EAN OA IA NO 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 9 


Sección Í 


1) D, = R - (2,-3) -5)=-—1 no 3(2). 


2) D,=R-(1,2,-2) X0) = (0:0;-2:- 1) 


(1) =(- 1 E) 
2 E 


3) 0<8 =$ 4) a) (7:55) b) (1:2:0) œ) ~- $i 

Sección I 

1) Ë- gt) = 5 sent-toost Ëa g) = -t cos ti sen tj-(5t2 cos t+t sen 
MD = 25tt+ 12440, 


2 4 a ği t— 5k. 
3) a) (MM) = (2+19)1-(82+40)j+(1442+7)k 
b) (hi +Y = 81542144 188+12+7L 


Sección IiI 


1) a) discont. esencial para t= 2 b) continua en (0;5) 
c) discont. esencial para t= 0. 


Sección IV 


t 
1 = pu 
1) hdt) = arc sen 5 


2) ejemplo: E: u — (sen u;4 — cos?u) a 0 sus eS 


9: t (6+3) nO=t< 1, 


3) ejemplo: E: u —> (va násuz=9 


EXT 
3+vVu 
at> (t 3) vists v3 
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SS 


4) ejemplo: Ẹ: u —> G 4 -4) 


u2 


t> (Ex 


5) a) equivalentes 


FAR b) equivalentes 


Sección V 


D iN- (3+2 sen 2t:3 e3t;2t — +) yy = ( 


hy = (- sen 2t — sec? t; 
+ 


) reste 6. 


1 


atsus vā 


-2t 


BEREI 
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2) P(Y = (152403) 90 = (e cos 3t; -sen t — E) 
e cos3t 


Ë -9)'(0 = 151 sen 3t+4t cos t+4+3tg2t+ 


+158% cos 3t-2t2 sen t-5 sen t-2- 2 + ¿2 1sent. 


e cos3t 


Ë A(t) = 15018+16t9+58t. 


DADOS -3e PETET entak 


4) (=P a P) = cos St(45t2- 10) -30t sen 3t. 


5) (f -8)'(t) = 30:2+1 (Ea gy) = (S-9B)-4Pj+(61-1218)k. 


Sección VI 


1) a) ï) = ¿sentis L costj+ Šk Ň(t) = - cos ti - sent] 


By = 2 A ost 

B() = -¿ senti 5 osti+-¿k 

ln = -j+ Sk Mia Bjk 
b) T(r) = zitgk N(r) =1 B(r) MIS 


c) pl. osc. 3y+42 = 127 pl. normal 4y-3z = -9r 


E 2: v me M ` $ > 
2) a) To = 36 i+6tj+(1— 10t) k b) Te) = 12 i4 12 j= 19 k 
Vtt + 136t2—20t+1 649 649 649 


m -1 -1 
4) recta tg.: < = E = 2 pl. normal: x+2y+3z = 6 
AA yodo 2 a OS es 
recta normai: =i in pl. rectif.: 11x+8y-9z = 10 
recta binorm.: E =Z = z pl. osc.: 3x-3y+2 = 1. 
-13 
5) recta tg.: == s25- pi. normal: 2x+3y+6z = 37 
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pl. rect. x= —4. 


pi 1) —In(2-/3) 


x+1 _ y=13 z 


recta binorm.: 8 TT 3 pl. osc.: 6x+2y-3z = 20 
-13 
recta normal: PESE = => pl. rectif.: 3x-6y+2z = -81. 
1 - 
6) recta tg.: ~ =% s2 pl. normal: 2x—y+3z = 5 


x-1 y 2-1 


recta binorm.: A 


3 =3 pl. osc.: 3x+3y-z = 2 


; -1 y z-1 E 
recta normal: 222 Y =. 221 pl. rectif.: 8x-11y-9z = —1. 
5 ii Z pl. rectil y-9z 


ña 7) Pl. osc. VŽx-e?VŽy — 2ez =-2e 2 


e YE 
recta binorm.: 212 228 „ 2212 


ES 8) pl. osc.: y-z = —1 pl. normal: y+z =7 pl. rectif.: x = 2. 


7 9) W(t) = 6 cos 3ti— 6 sen 3tj+8 k à(t) = —18 sen 3ti-18 cos 3t]. 


@ Sección VII 


2) V5 + 3 In(2+V5) 3) V35 + VB imta/2+/33) 


2 v2 


p a aA yny 5) 8 (t = al Pola). 
o 
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PANA AMA INN IA A 


10. INTEGRAL CURVILÍNEA 


La idea de integral simple se extendió de R a R2 y R? mediante la definición @ 
de integral doble y triple. También puede generalizarse de otra forma si se reem- x 


plaza el intervalo de integración, incluido en la recta real, por curvas planas o ala- 
beadas. j 


Se obtiene así la integral curvilínea o de línea, que aparece naturalmente en y 


problemas físicos, en especial, cuando se quiere dar el concepto de trabajo. 


i Integral sobre una curva plana 


Antes de definir integral sobre una curva, recordaremos qué es una curva y las Q 
clasificaremos según las propiedades de las funciones vectoriales que las deter- ¿ 


minan. 


Curva es el recorrido de una función vectorial continua definida en un intervalo $ 


cerrado. Si el recorrido está incluido en IR?, la curva es plana. Si está incluido en f3, 
la curva es alabeada. 

En esta sección nos referiremos exclusivamente a curvas planas. 

Una curva es regular si y sólo si está asociada a una función vectorial con deri- 
vada continua y no nula en el intervalo. 

Una curva es regular por partes si y sólo si es regular en el intervalo paramé- 
trico, con excepción de un número finito de puntos. Estos puntos determinan sobre 
la curva un número finito de arcos y en cada uno de ellos la tangente gira con con- 
tinuidad, salvo en los extremos. 


Aclaramos aquí que los nombres elegidos no son comunes a todos los autores, Y 


Es bastante usual llamar lisa o suave a la curva que hemos llamado regular. 


Daremos la definición de integral de línea para una curva regular y será aplica- _ 
ble de inmediato a una curva regular por partes mediante la propiedad de aditividad. 8 


La integral curvilínea también puede definirse para curvas rectificables aun cuan- y 


do no sean regulares, pero para ello es necesario utilizar recursos más finos que la” 


integral de Riemann. 


Consideremos una función vectorial f: [a;b] > R?/1= (f uf) con derivada con- 


tinua y no nula en el intervalo, siendo C la curva regular asociada. Elegimos un cam-fA 


po escalar continuo F: A— R (con A C RR? tal que la curva C está incluída en sus 


dominio. 
Queremos definir integral curvilínea de F sobre ©. 
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Siguiendo una vez más el procedimiento efectuado repetidas veces para defi- 
nir una integral como límite, elegimos una subdivisión cualquiera del intervalo para- 


métrico [a;b], P = [a =tytit.t, = b} i 
Esta subdivisión determina en la cuva C-n +1 puntos correspondientes a 


a i i)i) = KO). A 
En cada subíntervalo it vt] consideramos un punto cualquiera a, y efectuamos 


el producto 
FC (a):f(02)) HORR F(t (ata) Ap 


La suma de todos los productos del tipo indicado, para la subdivisión P es 


n 


N Flt,(a):t, (a) A...) 
j=1 
Si existe un número real A tal que Ye > 038(€) > 0/VWP: (yen <b> 


> 


Ss F(t (e)ta) A | < e). donde P es una subdivisión de [a;b], enton- 
j=1 


ces definimos 


| F(x;y) dx = A. 
Cc 


Recordando la definición de integral como límite, es 


n, 
> F(f e) aK) ya que f, y f, son continuas. 


A = lím 
IP= 0 ¡1 
Teorema 


Si C es la curva regular asociada a i= Gta) en [ab] y F: A — R (con A E IR? y 
C CA) es continua, entonces existe 


b 
| Fly) dx= | F(E OEO ot. 
(e a 


Demostración 
Consideramos una suma aproximante de la integral curvilínea: 


S, = Y F(E aji a AA.) 


i=t 


Como f, es derivable, podemos aplicarle el teorema del valor medio en el inter- 
valo [t,_,5t], resultando: 


x= E (AE) = E (ct, ) con celt, pt) 
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Luego, Sp = 2, F(E (ait, lap) a) 


iat A 


Queremos transformar esta expresión en una suma de Riemann para la inte- 
gral del segundo miembro de la tesis (ver nota en pág. 320), es decir, en una suma 


del tipo A, = Stata part con oeit itl gs 


is{1 


Para ello, anotamos S, = Ap + (Sp - Ap) 


o sea, S,= 5 Fl lo): (a) 04,4) +07 Fli læ):t aE c)N- 
i=1 


iat 


Si buscamos lim S, Observamos que A, tiende a la integral buscada mien- 
IP = o 


tras (S,—A,) tiende a cero. uE 
Demostraremos esto último. S 
En primer lugar, como F es continua en C entonces está acotada y existe k tal 7? 

que Yt: IFO; W) < k. g 


En segundo Augar, f; es continua en intervalo cerrado y, por lo tanto, uniforme- 
mente continua. Luego, Ve>0 35>0 tal que 


e me S EN 
HORACH Kb-3] í 


si_||[P]<8 ya que c, Y a, pertenecen al mismo subintervalo de P. 
Luego, Ve>0 25>0 tal que 


Sp Api = | 2, F( (apio)! (0) =t laet < 
S A E Lac , i 1 
<2 A 20 ta =p ba) = e sl IPI < è $ 
Es decir, da (Sp-Ap) =0. f 
Por lo tanto, 
Im ¿So = tm p2 F(E (a):f a)i lat- ) +0. , 


O sea, 


PI] > o 


El teorema anterior permite calcular la integral de línea como una integral simple. 
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i 
e sr 
im S,= { F(E OHOO dt y el teorema queda probado. a y f i 
J = y j 
i > al [aaa -04] a (1612 + 8VÍ- 6) dt = 
t 


` Ejemplo 


Calculemos |= i (x2y--3x)}dx siendo C el arco de parábola de ecuación 
i Je 
y =x?+2 entre los puntos (1:3) y (4;18). 


a Podemos considerar la siguiente parametrización de la curva C: 


x=try=P+2A1St<4, 


ni O sea, es f(t) =t 2 f,(t) =t+2 a RAS 1 
h : 4 4 

a) Luego, -f [t2(2+2)-3t] dt -| (U+212-3t) dt = 
a 7 $ 

pa 6o 2 e) *_ 2241 

j z ( a | ET 


Podríamos haber elegido directamente a x como parámetro. 
O sea, Ciy=x"+22a1=x=x4, 


También podríamos haber considerado otra parametrización cualquiera de la 
curva C. Es decir, dar otra función vectorial Y equivalente a la primera f donde 
KY = (:8+2) en [1:4). 


1 A ¡dira 
> Si elegimos x=2WU1 y= 4t+2 aT sts 4, la nueva función vectorial y 


E tal que 3(t) = (2V8:4t+2) en [4:4] es equivalente a Í 


Si calculamos nuevamente la integral propuesta, es 


1 


at 
4 4 
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2241 


2, 16 2 j 
= {=t + E NS = 
(e-ta 2H 


$ 


ajo 


Como era de esperar, el resultado no depende de la parametrización elegida 
para la curva. 


En efecto, la demostración dada para probar, utilizando el teorema del valor 
medio, que ( 
g 


torial asociada a C en [a;b], puede repetirse para una función vectorial equivalente 
9 = (9,:9,), asociada a la curva C en el intervalo paramétrico [c;d]. 


b 
F(x;y) dx = f F(f O; 0) (0 dt, donde f= (£,:f,) es la función vec- 
a 


d 
Luego, f Fly) dx -f F(g/(0:9,(0)0!(0 at. 
Cc c 


O sea, si F es un campo escalar continuo, f = (ft) yğ= (9,:9,) son funcio- 


nes vectoriales equivalentes asociadas a la curva regular C en [a;b] y [c;d] respec- 
tivamente, es 


b d 
| F(xy) dx > F(t (0: (0)£-(0 a-f F(g (0:9,0))g: (0 dt. 
[e] c 


a 


Sify le] son Opuestamente equivalentes en [a;b] y [c;d] respectivamente, en- 
b 


5 d 
tonces | F(E OEO) dt = ~ | F(9,():9,(0)9/(0 dt. 
a c 


En forma totalmente análoga se define 


n 


| Ely) dy =lim © F( (api a) Y... 
ce 


IPI = 057 


Si F es continua y 1 = (f 1f,) es derivable con continuidad en [a;b], se demuestra 


b 
qué (Fen dy al FE, (Ot, (0)F¿(0 dt. 
Ejemplo 


Calculemos taf FQoy) dy siendo F(x;y) = x=y2 y C la parte de recta 
c 
y = 5x+2 comprendida entre los puntos (0;2) y (3;17). 


Tomando x como parámetro, y =5x+2A10=<x=<3. 


3 3 Ñ 
} -{ (x-y?) dy = f [x-(5x+2)2] 5 dx = -3| (25x24-19x+4) dx = 
C o o 
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3 
i 25 3,19 2+4x) = -16125. 
=-5 -3 * + 2 X 


o 


e: e: e i ente sino de a pa- 
En general. las integrales cumnvilíneas no s calculan aisladam si pi 
ri ra el caso urvas pia: n do. 
es, para l de curva: planas que estamos consideran: 

> 


į iables y C es la curva re- 
i lares continuos de dos vari: es i i 
P y Q son campos escalares ( t . Elo 
qe pi a la función vectorial f = (f ;£,) en el mean param [a;b], 
Eneee llamamos integral curvilinea completa a la siguiente: 


: a n 
f [P(x;y) dx+Q(x;y) dy] = | (PO: O)E,00 dt + QC 0:10) at] 
Cc a 

En notación vectorial, podemos considerar un campo vectorial F tal Se 
Fixy) = PGy) QUey). Además, ds = dxï+dy | es el vector diferencial de arc 


ág. 319). ] a 
oyee a ridinin completa tiene como integrando al producto esc: 


lar de los dos vectores mencionados: 
| [POcy) dx + Q(x;y) dy] -f F + ds 
c c 
Ejemplo 1 


Sea Fixy) = (x2-y)i+(y2+x)} a (0 = tT+ (t+) a 0 = t 1. Calcular la inte- 
gral curvilinea completa sobre la curva asociada a f. 


1 -Í [PQoy) dx + Q(x;y) dy] con 
c 


Py) = x-y a ly) = yax axs t a y Ët astsit 


4 
l= (e-on dt + | [(1+12)2+t]2 dt 
o o 


331 


4 


1 1 
i -Í anaf (1+2t2+t1t)}2t dt -Í (25443+2221) dt = 2 
0 0 o : 


Ejemplo 2 


Calcular | = x2y 3, - i 
£ Y—3x) dx+(xy—2) dy] siendo C el arco de sinusoide entre 


IA 


los puntos (0:0) y (Z; 


x] 


La curva C puede considerarse asociada a x=ta y=senta0sts Z 
=> 


| = | Kt sen t-39)+(t sen t--2) cos t] dt 
7. 
=|%e 
=p i sen t--3t+t sen t cos t~2 cos t) dt 


2t sen t-(t2-2 -w 
(t?—2) cos t 2 t a TOs 2t-2 sent 


0 


sen 2t t ] Ñ 


[i 
t pee 


Propiedades 


Si se piensa en la defini 
tegral simple, es lógico espe: 
simples. 


eo demostrarse, entonces, apelando a la definición: 
) Si k es una constante, entonces 


KP(x:y) dx = x ] a 
| (xy) dx kf Po axa (1000) y= kf atn dy. 


ción dada para integral de línea y en su reducción a in- 
rar que posea propiedades análogas a las de integrales 
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2) Propiedad lineal: si k, y k, son constantes, entonces 


| (k F+k,G)-ds = Kf F anf G - ds. 
C e] c 


3) Propiedad aditiva respecto de la trayectoria: si C =C, U C, entonces 


(F-E-f Faf FE 
c Gi e, 


Esta propiedad se generaliza para n curvas. 


Utilizando la última propiedad se puede calcular integral de línea sobre una cur- 
va simple cerrada considerándola como unión de arcos. Puede tomarse como punto 
inicial un punto cualquiera de la misma, y el valor de la integral resulta independiente 
del punto de partida. También se la puede calcular como una sola integral para los 
valores inicial y final del parámetro, que corresponden al mismo punto de la curva. 


Si C es una curva simple cerrada, podemos indicar $ para la integral de línea, 
c 
donde la flecha indica el sentido en que se recorre la trayectoria. El sentido señalado 
es el positivo o antihorario. Suele elegirse indicando que la curva es recorrida en el 
sentido que deja a la izquierda de la misma a la superficie que encierra. 


sentido positivo o antihorario sentido negativo u horario 


La definición dada no es rigurosa. Puede definirse como sentido positivo para 
una curva regular aquel en que el sentido del ángulo del versor tangente hacia el 
versor normal coincide con el del eje x hacia el eje y. Es negativo en caso contrario. 

Puede demostrarse, recurriendo a la definición que 


Qr-3-- $75 
c Cc 


Ejemplo 1 


Calcular = $ (xy dx-3y2dy) siendo C la circunferencia de radio 2 y centro 
c 
en el origen. 
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E STA A A AN 


Las ecuaciones paramétricas de esta circunferencia son: 


x=2c08t1y=2sentrO0st<2xr 


0 


2y sen? t 2er 
e l= =32\  sentcostdt = ~a2( Sex!) =0, 
? 0 3 0 
1 Ejemplo 2 
S 
Calcular I = P (y? dx + xy dy) siendo C la frontera de! triángulo con vértices 
(050), (150) y (1;1). 
` 
7 
} 
) 
T 


C=C, UC, UC, 


) 0<x=<1 
sl 


y=0 
(parámetro x) 


, 0Osy<1 
f Cy 


x=1 
(parámetro y) 


à Como C, tiene punto inicial para x = 1 y final para x = O, la variación del pará- 


metro x es de 1a 0. 


E i=x=0 
) E 
o; 

) y=x 

) 1 2 1 
Resulta |=>2-L==. 

) 2 3 6 
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2r 
ES l= f [4 sen t cos t(—2 sen t) dt--3(2 sen 1)? 2 cos t dt] 


f (y? dx + xy dy) = 0 
C, 


f, 


ni 


econ | y dy = 
2 


3 L 


0 
f EET 2x? dx = — 
c 


W `) 


` Ejemplo 3 


2y2 
“Calcular I= $ ( ž z dx + x3 ay) siendo C la frontera del recinto 
[e] 


D = ([b6y)1/0=x<1 2 x2< y <x). 


Ejemplo 4 


Calcular el trabajo realizado al mover una partícula, en un plano, a lo largo del 
arco de cicloide dado por: x= 3(t- sent) a y =3(1- cost) a 0 <t<2r, si el 


campo de fuerzas que actúa está -dado por F(x:y) = (6—y)i-(3-y)]. 


Trabajo | -ds = (e dx =(3-y) dy] = 
AB AB 


2r 
= | [(6-3+3 cos Y3(1- cos t) dt -(3--3+3 cos 93 sen t dt} = 


2 
= of [(1 ~ cos? t) — sen t cos t] dt = 


= 97 


27 2 2 
=ef (sen? t — sen t cos t) dt = ( 9t _ Ssem2t _ sen ) 


gr 4 2 A 


EJERCICIOS 


1) Calcular $ (x?y dx — xy dy) siendo C la curva determinada por y=x;x=3, 
(o 


y=0 


Ea e 
2) Calcular (E dx - Y dy) a lo largo de la circunferencia de 
x2+y2 y 


O Y = 4, aaao o 


3) Calcular f [(2x+y) dx + (xy) dy] siendo C la curva asociada at/1(t) = (t-1)1 + 
c 
s 


+Bjr0=<ts2 
4) Calcular ( F «ds siendo F(xy) =y ï+x ] para la parábola y = x2 entre (0;0) y 
c 
(2:4). 


5) Calcular $ (x?+y2) dy siendo C la frontera del recinto 
c 


A= [(anro=x=1 n0=sy=x y (1 <x=2,0=ys1)) recorrida en 
sentido negativo. 


il. Teorema de Green 


Las integrales de lġea y las integrales dobles pueden relacionarse mediante un 
importante teorema. El teorema lleva el nombre de su autor, el matemático inglés 
George Green (1793-1841) que lo publicó en 1828, en su tratado sobre teoría ma- 
temática para electricidad y magnetismo. 

En este teorema debemos considerar funciones con derivadas parciales conti- 
nuas en un recinto y en su frontera. Como las derivadas parciales se definen en 
puntos interiores, elegimos un recinto más amplio, donde las derivadas parciales 
son continuas, que incluya al recinto dado y a su frontera. . 


Teorema de Green 


Sea D un recinto plano “doblemente simple” y C su frontera. Sean P y Q cam- 


pos escalares con derivadas parciales continuas en un recinto abierto que incluye a 
D y a su frontera, Entonces, 


$ [PQxy) dx + Q(xy) dy] = Í [Q66y) — Pitxy)] dx dy. 
c D 
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En notación sintética: 


(P dx + Q dy) = f (Q, Pi) dx dy 
D 


c 


P EP 


D = {yya sxsbat (ksys 1,00) =((xy)/c=ysdn 9,(Y) = x = 9,() 

La demostración consiste en calcular separadamente las dos integrales dobles 
en que puede subdividirse el segundo miembro de la tesis y transformarlas en inte- 
grales simples, reducibles, a su vez, a integrales de línea. 

Calculamos primero L -f Q; (x;y) dx dy,` fijando la variable y, es decir, 

D 
considerando al recinto de tipo 2: 
a x=ga(y) 
= | 9 Qi (xy) dx 
e. x=94(y) $ 


Como Q’ es continua y, por lo tanto, integrable, una de sus primitivas respecto 
x 
de x es Q. 


d 
Luego, 1, al Q(x:y) 


c 


x=go(y) d 
E dy -f [Q(9,;y) - Q(g,(1):y)] dy = 


x=941y) c 


g c 
-Í Q(g,(y):y) dy + Q(g (y);y) dy. 
d 


c 


Pero esta suma de integrales simples es la integral sobre la curva cerrada C, 
calculada con parámetro y en el sentido positivo. 


Entonces tesuta |] Q; (xiy) dx dy = $ QxyNdy (1. 
D © 
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SREP 


SU AN AAN AIN a N 


ES 


A 


) 


Cal = eS ij 
alculämos ahora P -f suo dx dy, fijando primero la variable xX, es de- 


cir, considerando al recinto del tipo 1. 


a dysh 


Una primitiva de F; respecto de y es P. 


b y=lalx} 
l,= af Piy) dx. 


Luego, 
b y=tatx) b 
a = P» o = (Pto) - P(<t,09)] dx= 


a b a 
| oro) dx A P(x:f,09) dx = — í P(x5f,09) dx fP 
a b 


Esta última suma de dos inte: 


(x:£,00) «| 


a 


grales simples es la integral de línea para la curva 


C, en el sentido positivo, calculada con parámetro x. 


Por lo tanto, 1 ¡e frw dx, es decir, 


f P, {x:y) dx dy = ~ $ P(xy)dx (2). 
D c 


Restando (1) menos (2), resulta: 


i Q; (x;y) dx dy A Proxy) ) dx dy = faw ) dy + $, Play) dx 


que lleva a la tesis. 


Aplicación 


Calcularemos nuevamente la integral I= $ 


como integral de línea en la página 335. 


xy? 
A ( 2 dx + x3 dy), resuelta 


a 7 x2y2 
Siendo P(x;y) = 37 A Qiy) = x3, resulta Qi(xy) = 3x2 a Pry) = x2y. 
g E 


Aplicando el teorema de Green, obtenemos 
l= [| eeen dx dy, siendo D = ((x:y)/0 = 
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xslaxsysx} 


1 yx 1 xey2 y pr? 
-Í af Gey dy =| (xy -2 ) a= 
e 2 .x? 
o yx o yx 
4 1 
x6 7 ) ( x 3 7 ) 17 
S + 3x3 — 5x4) dx = d ; 
[G a dedo rr M A OET T 


resultado ya obtenido anteriormente. 


La fórmula de Green fue demostrada para un recinto doblemente simple. Si el 
recinto es simple del tipo 1 o del tipo 2, la demostración puede hacerse con proce- 


dimientos similares. 


La fórmula es válida también para regiones que pueden descomponerse en un 
número finito de recintos simples de cualquier tipo. 


y4 


1 


Para la región D de la figura anterior, el teorema se aplica a cada uno de los re- 
cintos simples D,, D,, D, y D} 

Las integrales curvilíneas a lo largo de las fronteras comunes se simplifican de 
a pares, pues son recorridas en sentidos opuestos, como se observa en la figura. 

Finalmente, la suma de todas las integrales a lo largo de las cuatro fronteras 


a de las subregiones, es igual a la integral de línea a lo largo de la frontera de la re- 


gión total D. 
La fórmula se extiende de igual manera a la unión de n recintos simples y es 
válida también para cualquier recinto cuya frontera es una curva regular por partes. 


Aplicaciones del teorema de Green 
A) Cálculo de áreas de recintos planos 

El área de un recinto plano puede calcularse, según el teorema de Green, me- 
diante integral de línea. 

En efecto, por aplicación geométrica de la integral doble, sabemos que el área 


de un recinto simple D se obtiene con la fórmula 
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área D -ff 1 dx dy. 
D 


2 área o-(] (1+1) dx dy. 
D 


También, 


Por el teorema de Green, es: 
Í {1+1} dx dy = 
D 


š 1 
Luego, área D = 7 0 (-y dx + x dy) , siendo C la frontera del recinto D. 
€ 


Ejemplo 


Calcular, mediante integral curvilínea, el área del recinto D: 


D = (xy sy? =x a y 0) 


área Da2 Pevarxon siendo C=C UC. 
2 © 1 2 


Si elegimos parámetro x para C es: 


D a 


1 El 31 3 1 
j E yaxan =| (lar gx? a)-f x? dx = >. 
= č; o 


Eligiendo parámetro y para C z es 


0 


o 
l=y=0 | iyasan =| yya syan E 
y x Co 1 1 3 
{ 1/1, 1 Y 4 
Luego, ár o=5(2 4) 
go ares Del ta) 
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u + B) Cambio de variables en integrales dobles 
: Como aplicación del teorema de Green, demostraremos la fórmula ya utilizada 
en el capítulo 7: 


sis AS ff F{(x;y) dx dy al G(u)X,,| du dv. 
SS: D S 


Lo haremos en particular para 


3 B f dx dy -fí W| du dv, 
pus " D sS 


> explicando previamente las condiciones de hipótesis a exigir. 


3 A En primer lugar, sea G = (M;N) un campo vectorial con derivadas parciales 
continuas de segundo orden, que define una aplicación biyectiva del conjunto abier- 
3 - to B, incluido en el plano uv, en el conjunto abierto A, incluido en el plano xy. 
E, amii Sea S un conjunto cerrado con frontera y, incluido en B, y D con frontera C, 
su imagen incluida en A. A ambos conjuntos se les puede aplicar el teorema de 
Y S Green. 


T X | u 
5 
paño Mu) M M 
n a 6: Además, el jacobiano dy 5 +0. 
agg y = N{u;v) NN 
A eS Sabemos que área D -f dx dy = $ xdy. (Para verificarlo basta aplicar 
s D c 
a æ el teorema de Greena P(xy)=0 a Qluy) = x.) 
s A Queremos llevar la integral f a una integral de línea sobre y. 
ñ A 


Al Sea u = f(t) a v = g(t) una representación paramétrica para y en el plano uv, 
EAS con astsb. Entonces, x= M(ft);g(t)) a y = N(K0:9(9) con astsb, lo es 
para la curva C en el plano xy. 
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según la expresión que reduce 


b dy 
Luego, l= xdy =| Míf():0(0) a dt 
(o a 


una integral de línea a una integral simple. 
dy a3 
Podemos calcular a por la regla de la cadena para una función compuesta 
de variables intermediás u v con variable independiente t. 


dy _ oy du dy dv 
dt ðu dt ðv dt 


dy 4 ta 
7 = NIPO + Nig). 


o 
sea, ~ 


Abreviando M(K(t);g(t)) con M, Ne (f(0);9()) con N;, etc., para clarificar los cálcu- 
los, resulta 


b 
l -f MINGE + Nig’ (9)] dt. 


O bien, 


b 
du dy 
= No dt + MN! e). 
! f v dt Yd a 
Pero esta integral, con parámetro t, es integral de línea sobre la curva y. 


bs + Gmn, oumu a 
T 


Luego, 


EI signo depende del sentido resultante sobre la curva y. Es positivo si es el 
mismo adoptado sobre C, o negativo si es el opuesto. 


Si aplicamos nuevamente el teorema de Green con variables u v en S con fron- 
tera y, resulta 


=al] |- MN) - my 
l= =f ay MN) y M nyja dv. 


l= =f (MN; +M N= MN =M N/;) du dv. 
S 


O sea, 


Por la continuidad de las derivadas es Na” No 


w 


Cancelando, queda |= f (MIN, - MN‘) du dv, 
s 


Mo M, 
o bien, l= f 
SINO N 


v 
Luego, f dx dy = f y, du dv. 
D S 
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du dv. 


Como el segundo miembro debe ser positivo, basta tomar el valor absoluto del 


jacobiano. : 
Finalmente, entonces, se obtiene 


f dx dy -Í W | du dv. 
D s 


También puede probarse, en el caso general, que 


; f Flxiy) dx dy = Í G(u;v) „| du dv 
D s 


con condiciones similares de hipótesis. 


S N 
EJERCICIO: ay 
1) Verificar el teorema de Green; $ [(x3+2y?) dx +(y2+x?y) dy] C:4 yê = x? 

c 0Osy=s1 


2) Ídem para $ [(xy2-x) dx +(x?-y3x) dy] siendo C la frontera del recinto 
c ; 


D = ((x:y)/x? < y £ 2+x}. 


@ 3) Ídem para 1 {(2y-3xy?) dx dy con D=((xy)/0=y=1A y? = x< y). 
4 ` D 


4) Calcular mediante integra! curvilínea el área del recinto 
D = ((y)/2x?-8x+ 10 < y 5 —x2+4x+1). 


5) Ídem para D. 


lii. Independencia de la trayectoria 


En general, si se calcula la integral curvilinea de un campo vectorial sobre un 
arco de curva AB, el resultado no depende exclusivamente de los extremos A y B 
del arco, sino también de la trayectoria elegida entre ambos. 
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Veamos un ejemplo. 


Calculemos f [(x2+y) dx + (2x- y?) dy] sobre diferentes arcos de curvas 


simples C, con extremos en (0:0) y (1:1). 


1) Ci y=xP10=x<1 


1 


i -| [(x2+y) dx + (2x-y2) dy] = | [2x2 dx + (2x—x4)2x dx] = 


Cy 


1 A 
= - 2 A y O 
f (6x2--2x5) dx (2 F )| os 


0 o 


o 


2) Cy y=x 2105 y=1 
a 
2” i [x2+y) dx + (2x-y?) dy] = | [(y*+y)2y dy + y? dy] = 
2 o 


1 6 1 
= \ (2y3+3y2) d = (2 a) Pl 
(o y?) dy EY 3 


o o 


3) Cyy=xn0<xx=1 
kj 


L= f [(x2+y) dx + (2x—y2) dy] =j (x2+x+2x=x2) dx = 
o 


Ca 


1 
-Í ax dx = Š, 
o 2 


En este caso, para cada arco distinto entre los puntos (0,0) y (1;1 
hi " 
tenido un resultado diferente. ` a i 


Observemos, en cambio, el siguiente ejemplo: 


| [2xy3 dx + {3x?y2—2) dy] para C, entre (0:0) y (1;1). 
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AS 


1) Cyy=xn0=<x=1 
pd 
=-1, 


1 
nefi (5x%-2) dx = (x5—2x) 
o 


2 E A 


y 
1 ter dx + + + (8x0 2) 2x ax] = f'e- 


2 
3) Cy =Xx?210=x<1 


os a uo a 
= \ [2x x? dx + (3x5-2) 2 x? dx] = e 7) ex = 1. 
0 2 0 2 


En este ejemplo, si bien el arco es distinto en cada caso, el resultado es siem- 
pre el mismo. O sea, el resultado no depende de la trayectoria elegida entre (0;0) 


y (151). 


Podemos verificar que, en esta última situación, en el integrando interviene un . 


gradiente. En efecto, consideremos el campo escalar U, tal que U(x;y) = x2y3-2y 
o cualquier otro campo escalar que difiera de U en una constante, 

Es Ul(xiy) = 2xy° A u(y) = 3x2y2-2, 

Luego, se ha calculado 


| =f [Ur bxy) dx + Uy) dy] = ( grad U(x:y) 
C; 


«ds para diferentes curvas C, 


entre los puntos (0;0) y (1;1). 

El resultado, como pudo observarse, es independiente de la trayectoria elegida 
entre ambos puntos. 

Además, es |, = U(t;1) — U(0;0) = -1 pues U(1;1) = —1 a U(0;0) =0 

La función U es una función potencial del campo vectorial (Ugu). 


a 
En este caso se utiliza la notación | -Í ya que el resultado no depen- 
C Joo 
de de la curva G sino de sus extremos. 


Puede demostrarse, entonces, que la integral de línea de un gradiente, con cier- 
tas condiciones, depende exclusivamente de los puntos elegidos como extremos y 
no del arco de curva que los une. 

Antes de demostrar propiedades referentes a este tema, recordaremos las de- 
finiciones ya vistas para conjuntos conexos y agregaremos algunas definiciones y 
propiedades de índole topológica que pueden ser útiles. 


Conjunto conexo: todo par de puntos del conjunto puede unirse mediante una 
poligonal incluida en el mismo. Ya se ha visto también que esta “conexión” puede 
hacerse mediante una poligonal de lados paralelos a los ejes coordenados. Este 
tipo de poligonal se denomina escalonada. La conexión puede hacerse mediante 
una poligonal escalonada simple, es decir, que no se corta a sí misma. 
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A A 


EA AA a A 


P OS RA NA EXA ANA AN OA EA EN EXA IN AAA INOX INN NAO 


Se demuestra que en un conjunto abierto y conexo, cualquier par de puntos del 
mismo puede conectarse mediante una curva regular por partes. 


Recordemos también, ya que la utilizaremos en esta sección, la definición de 
conjunto simplemente conexo. 


Conjunto simplemente conexo: el interior de toda curva simple cerrada está in- 
cluido en el conjunto (ver pág. 99). 


Para demostrar que la integral de línea de un gradiente no depende del camino 
elegido, necesitamos que el conjunto sea abierto y conexo. 


Veremos que si F es un campo vectorial continuo y D es un conjunto abierto 
y conexo, entonces las tres proposiciones siguientes son equivalentes: 
1) F es el gradiente de un campo escalar, 


_ 2) la integral de línea de F +ds no depende del camino elegido entre dos 
puntos del conjunto D. 


3) la integral de línea de F +ds es nula a lo largo de cualquier curva cerrada 
regular por partes. 


(Que una integral de línea sea nula para infinitas curvas cerradas no garantiza 
que F sea un gradiente.) 


Teorema 


Si un campo escalar es derivable con continuidad en un conjunto abierto y co- 
nexo, entonces la integral de línea de su gradiente es independiente de la trayectoria. 


Demostración 


Sea U el campo escalar y A y B dos puntos cualesquiera del conjunto. 

Sea C una curva Cualquiera, regular por partes, desde A hasta B, asociada a 
la función vectorial f= (f 1f,) en el intervalo paramétrico [a;b]. Por lo tanto, es 
A= (£,(a);1,(a)) y B = (f,(b):f,(b)). 


ls | grad U «ds 
Cc 
l= [cun dx + U;(x;y) dy] 
S z 
| -f [UE (0: (0) (0 dt + UE (O: (9) (9 a] 
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siendo U(x;y) = h(t) con x = 10 Ay= tt). Sintetizando ta notación podemos 
anotar: 


b 
i= | (Ux + Uy) dt 
a 

i gu ra U función compuesta 
Por la regia de la cadena, el integrando es TE para 


de variable independiente t con variables intermedias x e y. 


b tsb 
Luego, |= | = dt = U(t,(0;t,(0) 


a 


t=a 


I= U(f (b):f,(0)) — Ult, (a):f,(a)) = U(B) ~ U(A) 


7y el valor de la integral depende exclusivamente de los extremos de la curva C. 


Hemos probado, entonces, que la condición necesaria para que una egra 
de línea no dependa de la trayectoria es que sea la integral del producto escalar 
i ds. 
| gradiente de un campo escalar por a ri r w 
j edemas demostrar también que la condición es suficiente, o sea que, si una m 
tegral de línea no depende, para cualquier par de puntos, del camino elegido eni ba 
los mismos, entonces interviene el gradiente de un campo escalar llamado funci 
potencial. 


6 Teorema 


Si F = (P;Q) es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo 


D, y la integral de línea f F eds no depende del camino C entre dos puntos 
E j 
cualesquiera del conjunto, entonces F es el gradiente de un campo escalar. E 

Es decir, queremos probar que existe una función potencial U tal que U = 
=PA U, =Q. 


Demostración 


Como la integral de linea | F + ds no depende del camino, elegimos en D un 
G 


punto fijo (a;b) y definimos 


US ay R 

Ulxy) = re «ds = | [Pbcy) dx + Q6<uy) dy] donde la integral se calcula 
i (ab) (at) 

sobre cualquier curva regular por partes entre {a;b} y (x:y). 
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Demostraremos que U! =P. 


Por la propiedad aditiva de la integral dlls. si consideramos el punto 
(x+h; y) en D, con h + 0, es 


(x+hiy) ey.. cry) - 
| E-z- Eia F «ds 
(a;b) (a;b) boy) 

Como y es constante, resulta 


x+h 


RAN (c+ hy) 
| F «ds = | [P{x;y} dx + Q(y) dy} = f P(x;y} dx 
buy) A) 


Por el teorema del valor medio del cálculo integral (Cálculo 1 - cap. 


x 

12), es 
x+h 

f Py) dx = h P(x+ch;y) con 0<c< 41. 


x 
kthy) o wy) 
Luego, | F +ds al F-ds=h P(x+ch; y). 
(a;b) {aib} 
U(x+h;y) — 
h 


Luego, lím uthyr — 
hi0 h 


O bien, UKY) Prrrchiy) a 0<o<1. 


UEY) tim Peerchy. 
h>0 


Como P es continua, obtenemos: 
Uy) = Poy). 
Análogamente, si consideramos un incremento de y, con x constante, se prueba 
que 
U 0y) = Qluy). 
Por lo tanto, el campo vectorial. F = 
lar U. 
La función potencial no es única pues la función obtenida U depende de! punto 


inicial (a;b). Si fijamos otro punto inicial (c;d) + (a;b), entonces la función potencial 
no es la misma, pero difiere de U en una constante que, por la propiedad aditiva, es 


{c;d} 
=f F «ds, 
(ab) 


(P;Q) es el gradiente del campo esca- 
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Los dos teoremas demostrados aseguran que la condición necesaria y suficiente 
para que una integral de línea no dependa del camino, en un conjunto abierto to y cO- 


nexo, es que sea la integral del producto escalar de un gradiente por ds. 
Como consecuencia, observamos que la integral de línea del producto escalar 


de un gradiente por ds sobre cualquier curva cerrada es nula y recíprocamente. 


Sea C=C,UC, y F = grad U. 
Entonces, por la propiedad aditiva: 


= $ Fa] Paf F ° ds. 
c C, Ca 


Por ser independiente de la trayectoria, es: 


Bo A i Mas 8. — 
t-f Paf E-z] | F eds = 
A B A A 


En forma análoga se prueba el recíproco. O sea, una integral de línea es inde- 
pendiente de la trayectoria, en un conjunto abierto y conexo, si y sólo si es nula so- 
bre cualquier curva cerrada. 

En física, un campo de fuerzas es conservativo si y sólo si el trabajo realizado 
a lo largo de cualquier curva cerrada es nulo. Por las propiedades demostradas, un 
campo es conservativo si y sólo si es un gradiente. 


Nos interesa ahora, dado un campo vectorial F, reconocer, mediante algu- 
na condición, si se trata o no de un gradiente. 

O sea, dado F(x;y) = P(x:y)i + Q(uy)j tratamos de investigar, inspeccionando 
P y Q, si existe una función potencial U tal que U; =P a Y = Q, o bien, tal que 
F= grad U. 

Suele indicarse, si esto se verifica, que la expresión P(x;y) dx + Q(x;y) dy es 
una expresión diferencial total exacta. 

En el ejercicio resuelto en la pág. 345, es - 
dU(x;y) = 2xy3 dx + (3x2y2—2) dy con P(xiy) = 2xy? a Q(x;y) = 3x2y2-2. 

Calculemos P; y Qj: 

Py) = 6xy? a Q xy) = 6xy?. 

Por lo tanto, P’ = Q/. Esta igualdad se conoce como “condición de simetria” 

y se verifica si el campo vectorial que aparece en el integrando es un gradiente. 
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Teorema 


Si la integral de línea ] [P(x<y) dx + Q(x:y) dy] es independiente de la trayectoria 
c 


y P y Q son derivables con continuidad en un conjunto abierto y conexo, entonces 
en í ualquier punto es P (xy) = Q' (x;y). 


x 
Demostración 


Por un teorema anterior, si la integral no depende del camino, existe un campo 
escalar U tal que: 

dU(x;y) = P(x;y) dx + Q(x;y) dy con x e y variables independientes. 

Luego, P(xiy) = Ury) a QUuy) = Uy). Como P y Q son derivables, es 
P, =U aas U Por la continuidad de las derivadas es Uy = Ur 


Por lo tanto, Pi = Q, y queda probada la tesis. 


En realidad, a nosotros nos interesa un teorema recíproco del anterior que su- 
ministre una condición suficiente para reconocer cuándo un campo vectorial dado es 
el gradiente de algún campo escalar. 

Sin embargo, el recíproco del teorema anterior no se verifica. 
i Anotaremos un contraejemplo clásico, provisto por un campo vectorial que sa- 
tisface la condición de simetría y, sin embargo, no se trata de un gradiente en un 
conjunto en el cual intervenga, en cierta forma, el origen. 


Sean P(xiy) = Y ai 
l (xy) pn Q(y) rs 
2x2 2x2 
Resulta P'(x:y) = y TEER KA 
Oy) arya ^ Qy) a 


Por lo tanto, se verifica P, =Q; 
Si F= (P;Q) fuera el gradiente de un campo escalar, la integral de F «ds a lo 
largo de cualquier curva regular cerrada debe ser nula. 


Elegimos el conjunto abierto y conexo D = tey < x24y2< 4}. 


F es derivable con continuidad en D. Además, la circunferencia C, centrada en 
el origen y con radio 1 es una curva regular incluida en D. 


Calculamos | [P{x;y) dx + Q(x;y) dy]. 
c 


Las ecuaciones paramétricas de esta circunferencia son: 
X= costa y= senta 0 sts 2r. 


j 2a 2r 
Luego, -= dx + —£—Ñ dyl = 2 ey di = Z 
de x2+y2 ina Y r (sentt + cos?t) dt ; dt= 


= 2r + 0, y no se trata de un gradiente. Esto sucede porque el interior de C no 
está incluido en D. 
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Por lo tanto, para que la condición de simetría garantice la existencia de gra- 
diente debemos agregar alguna condición de hipótesis. Esta condición es que el 
conjunto en que está definido el campo vectorial sea abierto y simplemente conexo. 
Es decir, que a la condición de abierto y conexo se debe añadir que el conjunto inte- 
rior a cualquier curva simple cerrada esté incluido en el conjunto. X 

En el contraejemplo anterior, el conjunto D es conexo pero no es simplemente 
conexo pues el interior de la circunferencia de ecuación x?+y? = 1 no está incluido 
en D ya que el origen no le pertenece. i i 

Si el conjunto es simplemente conexo se puede aplicar libremente el teorema 
de Green. En el ejemplo dado se observa que, aunque la circunferencia elegida es 
una curva cerrada y simple, el teorema de Green no puede aplicarse. 


Teorema 
Si F = (P;Q) es un campo vectorial derivable con continuidad en un conjunto 
D, abierto y simplemente conexo, y para todo punto (x;y) del mismo se verifica que 
P'(x;y) = Qy), entonces F es el gradiente de un campo escalar. 
y 


Demostración 


Sabemos ahora, por hipótesis, que Pe =Q; _en todo el conjunto D. Queremos 


probar que P ï + Q j es un gradiente, o bien que í (P dx + Q dy) es independiente 
c 


de la trayectoria. i 
Como hemos visto, para ello basta probar que la integral a lo largo de toda curva 


cerrada simple y regular por partes es nula. . 
Sea C una curva cualquiera de ese tipo. Al ser el recinto simplemente conexo 


aplicamos el teorema de Green. 


Resulta $ [P dx + Q dy] -f Q- Pp) dx dy donde R es la unión del interior 
Cc R 


de C con su frontera y está incluido en D. 
Pero ff c-r dx dy = 0 por ser Q; = P, 


Luego, para cualquier curva cerrada C es $ F-ds=0. Según hemos 


c 
visto, F = grad U y la integral no deperide de la trayectoria. 


Sintetizando ahora lo expuesto últimamente observemos que, en un recinto 
abierto y simplemente conexo, las siguientes condiciones son equivalentes: 

1) independencia de la trayectoria 

2) existencia de función potencial 

3) condición de simetría. 
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Función potencial 


Conocidas, entonces, las condiciones para su existencia, nos interesa, dado el 
gradiente, encontrar una función potencial del mismo. 


Es decir, dado P(x;y) dx + buy) dy, encontrar una función potencial U tal que 
U=PA u = Q siendo P y Q derivables con continuidad. 


Explicamos a continuación un métado para haljarla. 
Como U’ =P integramos P'respécto de la variable x, considerando y cons- 


tante.-Obtenemos-asiun- campo-escatar:6 cuya-derivada respecto de x es P, pero y 


nada puede asegurar que su derivada respecto de y sea Q. 
. Sin embargo, la función potencial que buscamos solamente puede diterir, res- 
pecto de G, en una función que depende de y. + 
O sea, U(x;y) = G(xiy) + tly) Siendo GP. 
Si derivamos G+f respecto de x, la derivada sigue siendo P. 
Es decir, ae AO 


(Gl) Up =P (1) 
Por otra parte, necesitamos también que- 
CT PRA 
“y (xy) +) = Oy). 


„O sea, Gilxiy)+f(y) = Qay) ~ (2) 
y también P(y) = Qy) =, Gj0cy): 
Verificamos ahora que el segundo miembro depende exclusivamente de la va- 
riable y. Para ello, lo derivamos respecto de x: 


y y) -À (Gx) = ax > (0 tar) = 
a [000 = a (60: = aey (2 (66) 
= Qoy) =E (¿2 (6009) = Ojén = 2- (Pixy) = aitov) - Pay) = 0. 

X ay \ ax y o :0y r: x ai 

Por lo tanto, Q—G/ es independiente de la variable x ya que su derivada es nula, 
y obtenemos f integrando esta expresión respecto de la única variable y. 

Entonces, el campo escalar U tal que -U(x;y) = G(x:y)+f(y) es la función po- 
tencial buscada, pues U'(x;y) = P(xiy) por (1) y Uy) = Q(x;y) por (2). 

Cualquier otra tunción potencial puede diferir de U solamente en una constante, 
O sea, en un número real. # 


También puede hallarse la función potencial integrando primero Q respecto de 
y ya que U’ =Q. Obtenemos así un campo escalar H tal que H! =Q. 


Hacemos U(x;y) = H(xy)+9g09 donde g se encuentra integrando Q-H, res- 
pecto de x. + 


En el cálculo directo, hallar una función potencial suele ser bastante simple. 
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Ejemplo 1 
Hallar una función potencial, verificando primero que la siguiente expresión es 
diferencial total exacta: 
P(x:y) dx + Q(x;y) dy = (2x-+y) dx + (x-2y) dy. 
Siendo P(x;y) = 2x+y a Q(xiy) = x~2y vemos primero si se cumple la condi- 


ción de simetría: 7 l 
'(x;y) = (xy) = ste función potencial en un 
P (x:y) =tA Qay) 1. Luego, exi p 


_ recinto adecuado. 


Para obtenerla, integramos P. respecto de X, con y constante. 
Resulta U(x;y) = x?2+xy+tH(y). , 


Derivando respecto de y, es Usbuy) =x+f (y) = Qly). 
Luego, x+f (y) =x-2y = Py) = —2y = tly) = —y?+C. 


Finalmente, U{x;y) = x2+xy—y?+C. 

Verifiquemos que P dx + Q dy = dU. 

Es U'(xy) = 2x+y ^ Uy bay) = X=2y. 

Luego, dU(x:y) = (2x+y) dx + (x-2y) dy. 
Ejemplo 2 


Hallar función potencial, si existe, para el campo vectorial 


zE EDO 
Puy) Quuy) 


Pixy) + Qbuy)Í = (2 In2Iny- 


Verificamos primero la condición de simetría: 


tray. ZV 
Poly) = 2 In 27 a Qy) = y 
integrando P respecto de x y sumando una constante de integración que de- 
pende de y, es U(xiy) = 2* In y ~ VX + f(y) 


uey) = + 10) = Ay). 


a =E 


+1 ty = 1 
y y Y 


iiy) = y+C. 
Luego, la función potencial es U tal que 
U(xy) = 2x ny-vVx+y+& 
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Ejemplo 3 


Hallar la función potencial si 
Poy) dx + Qloy) dy = (8x2y2—12x3) dx + 2x3y dy 
a AA 
Puy) Qlxy) 
| Poy) =6XY A Qoy) = 6x?y. 
Esta vez integramos primero Q respecto de y, manteniendo x constante. 
Uy) = x3y2 + g(x) 
UY) = By? + g'(x) = Phy). 


Luego, 3x?y2+g'(x) = 3x?y2—12x3 => g'(x) = -12x3 = 
È = x) = —3x4+C. 
La función potencial es U tal que U(x;y) = x3y2—3x4+C. äi RNE 


~“ Ejemplo 4 


los puntos (0;1) y (2:3). 


Sea grad U(x;y) = (3x2y-+3x*)i + (x2--2y)j. Calcular la integral de línea entre 
A A: 


Pixy) Q(x;y) 


Integrando P respecto dè x con y constante, resulta 


U(xiy) = x9y+x3+1(y) 
U Oy) = x° +f (y) = Q(xy) 
Xy) = x3=2y = f(y) = -2y > f(y) = -y2+C. 


Luego, U(xiy) =x3y+x3-y2+G, 
La integral buscada es | = U(2:3) — U(0;1) = 24, 


"EJERCICIOS 


j 


, 1) Siendo A = (1,2) y B = ( 


) 


1 


“, 2) Siendo A = (0;0) 


E 
7 
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36) elegir dos curvas diferentes entre A y B y calcular 


a) RS dx= ydy) b) | [(2x+3y) dx +-3x dy]. 
AB AB 


y B=(1;1) para Oy =x Co y =x? C x3 =y? calcu- 


lar a) fale- dx + (2xy-3x) dy] b) fena dx + (2xy+5x) dy]. 
AB 


Siendo A = (0;0) y B = (1;1) calcular [e dx + 2xy dy] para 
ÁB 
a) Cy =x b) O, y =x2 o) Cuy? =x. 


4) Siendo A = (0;5) y B = (2;1) calcular f (2 dx + 3y dy) sobre 


AB 
5 Edna Lejos 
a) y= o b) y= -2x+5 o) C=C UC Cpy=5 Cyx=2 


ÁB 
b) y = x?2-4x+3 c) y = -2x2+8x-6. 


5) Siendo A = (1;0) y B = (3;0) calcular f 2dx + x2 dy sobre a) y =0 


6) Hallar función potencial, verificando primero la condición de simetría: 
a) Puy) dx + Q(x;y) dy = 2x dx + 2y dy. 
b) —2x dx + (4y+1) dy c) (2xy-x2) dx + x? dy 
d) (~e sen x+3x2) dx + (ey cos x-2y) dy 


e) (e: sen 3y + =) dx + (3e* cos 3y+2y) dy 
Xx 


f) (e27 sec? x-3x2) dx + (28% tg x + 3y?) dy g) (In y-2x) dx + (2 -2y) dy. 


7) Verificando primero independencia de la trayectoria, calcular 


(12) 
f [(8x2y—y3+3) dx + (x3--3y?x—2) dy] 
(0:1) 


(tir) 
8) Ídem para | (1—e-* sen y) dx + (e-*x cos y~ 1) dy] 
(0:0) 


Qa ` 
9) Ídem para | (x+y) dx + (x-y) dy] 


(0:1) 
p 


10) Ídem para 
(0.0) 


sen y dx + (x cos y + y cos y + sen y) dy] 


, (35) 
11) idem para | ew{xy+1) dx + ex? dy] 
(0:0) 


% IV. Integral sobre una curva alabeada 
Hasta ahora hemos visto la definición de integral de línea exclusivamente para 


campos escalares de dos variables, generalizada para campos vectoriales de, dos 
componentes. 
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La definición puede extenderse sin dificultades a campos escalares de n varia- 
bles y se completa mediante campos vectoriales de n componentes. Para ellos se 
verifican propiedades análogas a las ya vistas. 

Sin embargo, los casos que se utilizan en aplicaciones comunes son el ya visto 
para n = 2 y el correspondiente a n = 3, cuyas propiedades enunciamos a conti- 
nuación. : 

Si P, Q y S son campos escalares continuos de tres variables y C es una curva 
regular por partes asociada a la función vectorial ł= (f sfata) en el intervalo para- 


métrico [a;b] para F= (P:Q;S) y ds = (dx; dy; dz), es 


í 


b b b 
-| P(E OO; OJE dt ef Q(t; 0) E dt ef SE (Ot (Ost, OEO dt. 


yiz) dy + S(x 


dz] 


La integral | F «ds suele llamarse circulación de E a lo largo de C. 
c 


Puede demostrarse linealidad y aditividad. Se verifica también que, con ciertas 


condiciones, la integral de línea del producto escalar de un gradiente por ds 
es independiente de la trayectoria. 


En tres variables, la condición de simetría para el campo vectorial F= (P;Q;S) 
es: P =Q nQ =S a S, =P; 


El cálculo de la función potencial, cuando existe, sigue los lineamientos ya vis- 
tos para dos variables, que esquematizamos a continuación. 


Sea F(xiy;z) = Plxyiz)T + Qluyiz)j + S(xy;z)k. 

Suponemos que existe un campo escalar U de tres variables, tal que 
grad U(x;yiz) = P(x;y;z)i + Q0y;z)j + S(x:y;z)k. 

Luego, es U= pP™ U, =Qa U =S. 


En primer tugar integramos P respecto de x, considerando z e y constantes. 
Obtenemos así un campo escalar G tal que G} =P, pero nada podemos afirmar 
sobre sus derivadas respecto de las otras dos variables, Sin embargo, la función 


potencial que buscamos puede diferir de G únicamente en funciones que dependan 
de z y de y exclusivamente, 


Para un campo escalar H tal que H(x;y;z) = G(x:y;z) + M(y;z) también H =P 
pues M no depende de x. 

Por otra parte necesitamos que H =Q, o sea, G tM; =Q. 

Luego, M, =Q- G, expresión que permite hallar M. Para ello podemos de- 


mostrar primero que no depende de x y luego la integramos respecto de y dejando z 
constante. 
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Finalmente, razonando en forma análoga, hallamos U tal que 
U(uyiz) = Glxuyiz) + My) + (z) (1). 
Ahora es U= P; U; =Q y nos falta conseguir que U, =$. 
Derivando U respecto de z obtenemos: 
Ur Quyiz) = Gibuyiz) + Mi(yiz) + f(z) = S(xiy;2). 
Luego, f'(z) = S(x:y;z) — Gi (xy iz) - Miyiz) expresión que permite calcular f. 
Puede comprobarse que la expresión anterior no depende de xni de y y luego in- 


tegrarla respecto de la única variable z. p i = 
A Aeamplazandð en (1) obtenemos una función potencial pata F. 


Ejemplo 


Siendo F(xy;z) = (2xy+z)i + (x2+z2)j + (2yz+x+2z)k hallar, sì existe, una 


. P(x;y;z)  Q(uyiz) S(x;y;z) 
función potencial. 


Veamos primero si se verifica la condición de simetría para tres variables: 
P 0Gy:2) = 2x a Quíxiyiz) = 2x = P, =Q 
A 
Q/byz) = 22 A Sy Axiyiz) =2 => Q =S 
i + 
Sxyz)=1 A Pi(xyz)=1 = S =P, 


y 


integramos primero P respecto de x. 


Resulta 
Hbuy;z) = Py + zx + M(y¡z) 
Hybcyiz) = xê + Milyiz) = Qluy:2). 
Luego, SANS 7 ay) = z2 
My2) = x24+z2—x2 > Miy:2) = z2. Entre las primitivas elegimos M(y;Z) = z?y. 
Finalmente, 
U(xiy;z) = Ry + zx + zĉy + f(z) 
Ul(xyiz).= x + 22y + P(2) = Slyiz) 
f(z) =22= f(z) = 2+C. 
Luego, 


Ubcyiz) = Ry + zx + zĉy + z? + O. 


El mismo ejercicio puede resolverse de otra forma, tal vez más simple. paa 
ello, integramos P respecto de x con z e y constantes, Q respecto de y con x Z co 
tantes, S respecto de z con x e y constantes. 


Resulta: U(x;y;z) = x2y + zx + M(yzz) 


U{xiy;z) = ey + zĉy + N(X;z) 
U(x:y;z) = yz? + xz + z? + Rixy) 
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w Para que las tres expresiones coincidan. debe ser; 
N M(y:z) = zĉy + z? + C a N(x,z) = zx + z2 + © a Ry) = xy + C. 


f; Reemplazando en cualquiera de las tres expresiones para U, obtenemos, como 
s~ antes 


5 U(xy;z) = x2y + zx + zły + z2 +C. 
Este último método también puede emplearse en el caso de dos variabies. 


. Nota: obsérvese que en todos los cálculos efectuados para hallar función potencial solamente hemos 
colocado la constante de integración como número real en la última integral resuelta. 


EJERCICIOS 


1) Calcular la circulación de Flxyiz) = 3yï — xz] + yz?k a lo largo de la curva 
asociada a f(t) = (+1)1+ 22 j.+ € k en el intervalo paramétrico [0;1]. 


2) Hallar el valor de f F «ds para Foxy;z) = (2y+3; 2xz; yz-x) sobre la curva 
Cc 


y C dada por x=2B1y=tprz =P en [0;1]. 


3) Calcular f z dy a lo largo del arco de curva intersección de la superficie esférica 
c 


`% x2+y2 +z? = 9 y la superficie cilíndrica x?+y?—3y = 0, situada en el primer oc- 
` tante, tomando como punto inicial de la curva (0;3;0). 


4) Hallar, si existe, una función potencial para el campo vectorial F tal que 
= x? 4 A 
F(x;y;z) = xyi + (+ + Z cos yz) J + (y cos yz + e?) k. 


5) Ídem para Flxiy:z) = (Oxy+2z)1 + (3x2-3y22)] + (2x-y3)k. 
6) Ídem para Fíxy;z) = ex sen zi — (ey + e) + (e cos z + 5) k. 
y A 


7) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F tal que 


F(x;y;z) = (Bx-4y+22)1+(4x+2y-32*)j+(2xz-4y2+z0)k al recorrer en sentido 
j positivo la elipse dada por x = 4 cost a y=3sentaz=0r20<t<2r. 


} 8) Ídem para Flayiz) = 3yi=xz j+yz? k a lo largo de la circunferencia de ecuación 
à x?+y? = 9 ubicada en el plano de ecuación z = 2 
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KA Divergencia y rotor de un campo vectorial 


Ya hemos visto, al tratar funciones compuestas, que existen dos tipos de cam- 
pos, los escalares y los vectoriales. Ambos tienen gran importancia para aplicaciones 
físicas. 

Consideremos_un campo vectorial de A en R? con dominio AC R°, 

Por ejemplo, F{x;y;z) = F Oy iz)i+ Foboyiz)j+Flxyiz)k donde En F, y Es 
“componentes del campo vectorial F, son campos escalares de tres variables. 

Si las tres componentes son derivables, pueden formarse, a partir de las deri- 
vadas parciales, dos campos que admiten importantes aplicaciones. 

El primero es un campo escalar, llamado divergencia que resulta de sumar las 
derivadas parciales de cada componente respecto de la variable respectiva. 


5 A ð ð E 
= —FERÁFER LF, 
Así, div F a ay 2 az s 


Si bien esta definición es artificiosa en matemática, surge naturalmente en pro- 
blemas físicos. 


Ejemplo 


Sea Flxiyiz) = xêz i+ (y?z?—x) |+ (xz?-y) k 
div F(x:y;z) = 2xz+-3y222+22x. 
En cada punto, la divergencia es un número, Por ejemplo, div F (1;2;—1) = 8, 


El otro campo, que puede asociarse a un campo vectorial dado, es un campo 
%9 vectorial llamado rotor o rotacional. 


Fe(2£p._2 A A A 
Es rotor F E Es z F )i+ P F, z F,Ji+ E F Jk 


RON A > 
En cada punto, entonces, el rotacional es un vector. Si el campo vectorial es el 
campo de las velocidades de las partículas de un fluido, el rotor refiere el movimiento 
a una rotación alrededor de un eje. 


R Ejemplo 


Para el campo vectorial dado por F(x;y;z) =(xz3—2x) ï+ 2xĉy j+3y22 k hallar 


a rotor F(—1;2:0). | 


SS rotor F(xiy:z) = 323 1+3x22 j+4xy k 


rotor F(-1:2:0) = --8k. 


Para recordar ambas definiciones es usual utilizar el operador nabla, ya visto al 
definir gradiente. 
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-i 
La divergencia puede obtenerse como un producto escalar simbólico: i 


9.9 


a... 
ôx ` oy 


div F=V-F= ( E ) (FFF) wii. 


y el rotacional como un producto vectorial simbólico: 


na Tere E a E 
paa — Ñ 

rotor E=VrE= 2 LL nel 

ôx dy OZ i 

F E Es 23d 


Propiedades 


1) Si F es un campo escalar de tres variables, con derivadas parciales segun- 
das continuas en un recinto abierto D, entonces el rotor del gradiente de F es el vec- 
tor nulo. ù ; A 

grad F(x;y;z) = F(xiyiz)T + F'(xyiz)] + F(xyiz)k 
rotor (grad F) = (F Fit + (Fum F o] + (Fo F)K 


Por la igualdad de las derivadas mixtas continuas, resulta rotor (grad F) = 0. 
Cuando el rotor de un campo vectorial es el vector nulo, el campo se llama irro- 
tacional. 


2) Sea Fun campo vectorial de un subconjunto de R? en R3, cuyas componen- 
tes tienen derivadas segundas continuas en un conjunto abierto, La divergencia del 


rotor de F es nula. 


Flxuyiz) = Pecyizli + Qluyiz)] + Soyiz)k 
rotor F = (S/-QHI+ (P~S) + (Q;-Pok 
div (rotor F) = S? - QU + PY -— SH + QY = PY 
yx zx zy Xy XZ yz 
Por la continuidad de las derivadas, es div (rotor F) =0,; 
Cuando la divergencia-de un campo vectorial es nula, el campo se llama so- 


lenoidal. 


Puede demostrarse que todo campo vectorial es la suma de un campo solenoi- 
dal y uno irrotacional. 


Laplaciano 


La divergencia de un gradiente se indica simbólicamente de la siguiente manera: j 
div (grad F) = V ° (YF) = (V + v)F = v2F donde F es un campo escalar. 
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EJ operador V2 se llama operador taplaciano. Aplicado a un campo escalar F 
de tres variables, resulta V2F = a EStE 

La ecuación diferencial en derivadas parciales V?F = 0 se denomina ecuación 
de Laplace y una función Fes armónica si satistace dicha ecuación. 


Teniendo en cuenta las definiciones de gradiente, divergencia y rotor, pueden 
demostrarse algunas leyes del cálculo vectorial. 

Por ejemplo, el gradiente, la divergencia y el rotor son operadores lineales, Es 
decir, si k Y k, son constantes, entonces: 


—— H gradi F rk F k grad E k grad FI 
© 2) div (k, F +k F,) = k, div F +k, div F,- 

3) rotor (k F +k F) = k rotor F,+k, rotor E. 

También puede probarse: 


4) div (F a G) = G - rotor F — F +rotor G, y otras propiedades similares. 


@ EJERCICIOS 


1) F: (xiy;z) > x2y 1+(8x2-2y) j+ (x?—y) k. Hallar su divergencia en (2;-1;0). 
2) F: (X;y;z) > (xz3—2x) ï+2x?y j+3yz? k. Hallar su rotacional en (1;-1;-3). 
5 3) F: (x;y;z) > x?y? IES - H) k. Hallar rotor F(1;-1:2). 


4) Divergencia y rotor de los siguientes campos vectoriales: 
V: (yz) > y iz J+x k. 
F: (uyiz) > x?yz 1+ (y -y222) j+xyz? k. 


5) Hallar el laplaciano de F: (x;y;z) > 3x?y-2yz2?. 
6) Comprobar que V es solenoidal para V(x:y:z) = x1+y]j-2z k. 


7) Verificar que las siguientes funciones son armónicas: 
1 


Ebay iZ) => ———=— 
Vx?+y2+z2 


G: (X;y;z) > 292422. 


8) F: (xy: r( j k E 
) F: (x;y;z) > xy ï + E +Z COS yz) j+y cos yz k. Comprobar que F es irrota- 
cional. 


9) Demostrar las propiedades enunciadas en esta misma página. 
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è VI. integral de superficie 


En el capítulo 8 calculamos, mediante integral doble, el área de una superficie 
curva asociada a un campo escalar diferenciable. Para una superficie S que se pro- 
yecta en el plano xy según el recinto simple D obtuvimos la fórmula general 


área S -f| ma dx dy, siendo 
p [cos riz| 


área S -f Vi Sy) + [F y) ax dy si el campo escalar está dado en for- 
D 


ma explícita por la expresión z = F(x;y), 


y área S -f 
D 


está dado implícitamente por F(x;y;z) = 0. 


ya E ya [F (x:y:2)]? 
[F¿06y:2)| 


dx dy si el campo escalar 


En general, la mayoría de las superficies que se utilizan en las aplicaciones no 
son exclusivamente gráficos de campos escalares, así como las curvas planas no 
lo son de funciones escalares. 

Necesitamos un conjunto menos restringido de superficies. Por ello, así como 
se definió curva plana o alabeada mediante una función vectorial o por ecuaciones 
paramétricas, también una superficie en el espacio tridimensional puede darse me- 
diante un campo vectorial o por ecuaciones paramétricas. 

Se necesita para ello una función de un subconjunto de R? en R3, o bien tres 
ecuaciones paramétricas del tipo x = M(u;v) a y = N(u;v) a z = P(u;v) donde M, N 
y P son campos escalares continuos. El campo vectorial correspondiente es 
Q = (M; N; P). 

Por ejemplo, una superficie esférica con centro en el origen y radio 2 no 
es el gráfico de un campo escalar, pero puede asociarse al campo vectorial 


Q: A —> R3/x = 2 cos u cos v a y = 2 sen u cos v a z=2senv con 


= [unosus2ra svsz). 
2 2 


Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones paramétricas y sumarlas, se 
obtiene x?+y2+z? = 4, ecuación de la superficie esférica considerada, 


Cuando la superficie viene dada de esta forma paramétrica, la fórmula que da su 
área es: 


área S= í [Q (uv) A Qu) du dv 
- Lo 
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donde Qi (uv) = 
^ Quv = 


M/(uiv) TEN (uv) je P’ (ui) k 

Mi (u v)i+N; (u;v)j+ P: (u;v)k. 

< Para justificar esta fórmula analizamos la integral como límite de una sucesión 
de sumas de Riemann, igual que se hizo al deducir las fórmulas anteriores para el 


“S área de una superficie curva (pág. 280). 
Para ello, vemos primero cómo puede calcularse en este caso.el área de un 


ba elemento de la superficie S. 


El campo vectorial Q es una función que a cada punto (u;v) de un conjunto 
plano D le asigna una imagen (x;y;z) en la superficie S. 


E Si Q es inyectiva, a una subdivisión de D le corresponde una subdivisión cur- 
vilínea de S. Además, si en cada punto de la superficie el producto vectorial 


© 0 A Q #0, entonces los vectores no alineados a y a determinan el plano 


$ tangente a la superficie en (x:y;z) = Q(uiv). 


Si consideramos en el conjunto D un punto (u;v) y un rectángulo de área AuAv, 


“ a dicho rectángulo le corresponde, a través de Q, una porción de S cuya área 
© puede aproximarse mediante el área | de un paralelogramo ubicado en el plano tan- 


® gente a la superficie en (x;y;z) = 
By Av Qiu) (ver figura siguiente). 


Q(uiv), generado por los vectores Au Q' MOR v) 


Esta aproximación puede interpretarse si pensamos que el segmento de longitud 


Au, con v constante, se transforma, a través de Q, en una curva situada sobre 


“Sia superficie. El vector a es el vector velocidad de esta curva y, por lo tanto, cuan- 


mo u varía en Au el punto correspondiente a (u;v) sobre la superficie se desplaza a 


jo largo de dicha_curva una distancia aproximadamente igual a [ar JAu. Lo mis- 
Smo sucede con Key ¡Av. 


ES El área del paralelogramo que generan los vectores no alineados Au Q 
Sy av Q está dada por el módulo de su producto vectorial. 


7 Y 
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Luego resulta dS =|Au Q} a Av Q= [Q a QijAuav. 


Por lo tanto, puede definirse área S -f (a A Q du dv. 
D 


Para calcular ¡ef A Q buscamos primero el producto vectorial indicado: 


¡ j k 
SENES NP Pao a Mi NL. 
Qa =M N, Pj= i+ j+ k g 
II IES A PP MA HN = 
M, N, P 


Los tres determinantes que intervienen son los siguientes jacobianos: 


Mo Paf ANP) _ y 
N P ô{u;v) alu;v) 1 
P, M, _ _ô(P:M) a(z;x) sy 
p M, a(u;v) o(u;v) 2 
Mo Naf MN) _ 

AS 
M, N’ o(u;v) o(uv) 


Luego, [Qi a Qi = VIE+FI2+J2 y área S -f VEF JEF É du dv. 
D 


Esta fórmula es general para el cálculo del área de una superficie curva, pues 


si la superficie es el gráfico de un campo escalar dado en forma explícita por e 


z = F(xy) basta tomar x e y como parámetros para obtener la fórmula conocida. y 


En efecto, siendo x= u a y =v a z = F(u), 
es Qíuv) = Goey) = xi + yj + Fyk. 

Por lọ tanto, f 

Ti (uiv) = Qb0y) =W+F¡ (yk a Qu) = Qiy) = JeFr yk. 
Resulta 

t Jock 
Q aas t 0 REY) j= Fyi- Fiy)j+k 

F xy) 


[F y HE y) 


GA 


la aa] = 
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Luego, área S -f VIF boy 0?+[F06y139+1 dx dy. 
D 


De-esta fórmula, como ya se ha visto, se deduce de inmediato la que corres- 
ponde a la expresión implícita. 


Ahora bien, presentada una superficie de cualquiera de las formas indicadas, 
nos interesa definir una integral sobre ella. La idea es similar a la que nos permitió 


generalizar mediante-integral-de-línea,-la-definición-de-integral- simple-sobre-un-seg---—-— 


mento a integral sobre una curva plana o alabeada. La integral de superficie gene- 
raliza la integral doble sobre una superficie plana a una integral sobre superficie 
curva. Para evaluar una integral de superficie la transtormaremos en integral doble, 
así como para evaluar una integral curvilínea la transformamos en integral simple. 
Veremos dos tipos de integrales de superficie” En primer lugar consideramos 
el-caso en que el integrando es un campo escalar de tres variables, definido sobre 
una superficie cualquiera, es decir, sin preocupamos del problema de su orientación. 
Este aspecto de la integral de superficie es principalmente matemático, si bien 
admite algunas aplicaciones físicas. Por ejemplo, si el campo escalar es una función 
de densidad de masa para la superficie, entonces este tipo de integral da la masa 
total de la superficie. También permite definir el momento de inercia de la superfi- 
cie respecto de una recta o de un plano. 
 Enestos casos, como hemos dicho, no interesa la orientación de la superfici 
Si se trata de una superticietprientada, no varía el signo de la integral al cambiar la 
orientación de la superficie. “w 


D El segundo tipo de integral se refiere a superficies orientadas y surge natural- 
mente en la teoría física para dinámica de fluidos. En este caso, el signo de la integral 


depende de la orientación de la superficie y en el integrando generalmente interviene 
ún campo vectorial 
En ambos casós, nos ocuparemos solamente de superficies que sean gráficos 


de campos escalares. Lo mismo haremos al demostrar los dos teoremas fundamen- 
tales del tema: Stokes y Gauss. Las definiciones, propiedades y demostraciones 
que se darán, pueden extenderse a superficies de distintos tipos definidas en forma 
paramétrica. 


1) Integra! sobre superficie no orientada 


Sea G un campo escalar de tres variables, continuo en un dominio abierto que 
incluye a la superficie S, proyectable sobre el plano xy según el recinto simple D, 
siendo S el gráfico de la función derivable con continuidad F tal que z = F(x:y). 

Mediante una red de curvas regulares efectuamos una subdivisión de S en un 
número finito de superficies S, y a cada una de las áreas correspondientes la desig- 
namos AS, i 

Siguiendo el mismo procedimiento usado repetidas veces, elegimos en cada su- 
perficie parcial un valor que alcanza G en ella: Gla; B; Y) (que puede ser el máxi- 
mo, el mínimo o uno cualquiera), lo multiplicamos por el área A S, y formamos las 
sumas de Riemann correspondientes. 

Buscando el “límite” de una sucesión de sumas cuando las normas de las sub- 
divisiones tienden a cero, definimos la integral de G sobre la superficie S mediante 
dicho límite. i 
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am 


(x:y;z) dS = lím Šala; 


IP= o E; 


Es decir, fa 
s 


Para calcularla, probaremos que 


[feo ds -f GhyiFlsy) V THIF Oy) IF y) dx dy 
D y 


donde el primer miembro es la integral sobre la superficie de una función de tres $ 


variables y el segundo miembro es la integral doble de un campo escalar de dos 
variables, calculada sobre el recinto plano D, que es la proyección de S sobre el 
plano coordenado xy. 


Llamamos D, al recinto simple que es la proyección de la superficie S, sobre el 
plano coordenado xy. 


Sabemos que área S, =A S,= f N AF PHF yH dx dy. 
D; 


Luego, È ci; Biy) AS, = Sfo (a; Bj yI VIF NIF (xy)]J+1 dx dy Es 


o bien, 


2 Gla; Biy) AS = l Ho; B) VIF yF Oy) ax dy 
j=1 i=1.)D; 
siendo y, = F(a; B) y llamando H(x:y) a G(xy:F(xy)). 


Probaremos que 


Pi 0 57 


lím Saa i Biy) AS, = f HN VERNE dx dy. 
D 
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E 


TS 


XS 


Para ello, consideramos la siguiente diferencia y veremos que es menor que 
cualquier número e positivo y arbitrario, 


En efecto, > Gla; Biy) AS, -f HEY) VIE yJ +F xy)? +1 dx dy = 
D 


i=1 


5 Sf, Ha; B) [F oy HF y+ dx dy - 


-f Hy)VIF Oy) +F y)] +t ax dy por (1). 
D 


Pero, por aditividad de la integra! doble, es 


Í Hoy) VIF (sy) ]?+[F(x:y)]?+1 dx dy = 
D 


n 
=> ll Hey) FONT + [F poyIE+T dx dy. 
= D; 
Luego, la diferencia buscada es 


Èf Heie BVIF yH F y+ dx dy = 
-> f| Hoy) VIF y EHF yr dx dy = 
i=1 JD; 


= | IHla; B)-H0yNV TF y) +F 00)38+1 dx dy. 
=t A D; 


Ahora bien, la continuidad de G asegura la de H en cada recinto compacto D, 
y por lo tanto, también su continuidad uniforme. 

Luego, Hía 38) H(x;y} puede hacerse menor que cualquier e positivo pre- 
fijado con tal de. elegir convenientemente la norma de la subdivisión. Luego, la di- 
ferencia indicada tiende a cero con la norma de la subdivisión, y resulta 


lím S Gla; Biv) AS, 


-f Hooy VIE y+ [F (xy)]2+ 1 dx dy 
es D a 


y queda probada nuestra tesis. 


Se verifica de inmediato como caso particular la fórmula del área de una super- 
ficie curva para G(x;yiz) = 1. 
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Ejemplo 


Calcular |= ( á j 
A 2x + 3 y+z JdS siendo S la parte del plano de ecuación 


MEA. 
G(«y;z) 


MZ i 
+ 3 + Fe 1 ubicada en el primer octante. 


En este caso, la superficie puede proyectarse sobre cualquiera de los tres pla- 
nos coordenados. Si proyectamos sobre el plano xy, resulta z = 4 — 2x — 4 y (1) 
3 $ 


Luego, sobre S yiz) = 2x + Z 4 
g es G(x;y;z) MAGIA A Y ma 


Si consideramos al plano dado en forma explícita por la ecuación (1), obtenemos 
FEO = 2 = — 1708 TOR 
¿SY ==.) = 2 a Fo) = zy) = = E, 


\/ 16 vēl 
4 + — DAL 
g t! 3 siendo 


Por lo tanto, MIR > 


dS = mn dx dy. 


El recinto de integración es D = [tuyo sxs2a0sys3- a x} 
z7*Í 


IRT 3 
Luego, | -Í G(x;y;z) dS -Í MEL ay = ENLI | [TP 
S D ò 
y=0 


_ Av61 f? 3 
3 G-a 
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2) Integral sobre superficie orientada 


La orientación Je una superficie curva es un tema complicado si se lo quiere 
tratar con rigur. En algunos casos, el problema se resuelve intuitivamente en forma 
sencilla. Por ejemplo, para una superficie esférica o para cualquier superficie cerra- 
da. es inmediato distinguir una cara exterior y otra interior. Observemos que en cada 
punto de la superficie esférica pueden determinarse dos versores normales a la mis- 


ma uno-exterior, positivo o “hacia afuera” y otro interior, negativo o “hacia adentro”. 


Esto permite establecer que la cara exterior de la esfera es positiva mientras que la 
interior es negativa. Es decir, la normal positiva de la superficie determina la cara 
positiva de la misma. 

No todas las superficies son orientables y el ejemplo clásico es la cinta de Mö- 
bius que se obtiene cortando una franja de papel y pegando los bordes después de 
un giro de 180°. 


En la mayoría de las aplicaciones, el signo asignado a las caras de una super- 


R ficie orientable surge de la índole del problema y resulta fácil, casi siempre, distin- 


guir con un criterio geométrico cuál es la cara exterior y cuál la interior. 

Lo que no resulta simple en absoluto, como hemos indicado, es definirlo correc- 
tamente. 

En primer lugar, para reconocer si una superficie S, que no es cerrada, es orien- 
table, se efectúa una subdivisión de la misma en partes S, Se comienza orientando 
la curva que limita a una de ellas, por ejemplo S,, con una orientación arbitraria y 
se continúa con las porciones adyacentes en forma tal que las curvas comunes ten- 
gan orientaciones opuestas para cada porción. 


A 
TI 
. > E 
Si no hay incompatibilidades, como en el caso de la figura, y la orientación de 
la curva que limita a S es la misma para todas las partes que la forman, entonces 
la superficie es orientable. 
Puede demostrarse que la condición de ser orientable no depende de la sub- 
división efectuada. Puede probarse también que las superficies orientables tienen 


dos caras y, si no son cerradas, no se puede pasar de una a otra sin atravesar la 
curva que las limita. 
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Es interesante observar que el intercambio de variables en la parametrización 
de una superficie orientada produce cambio de orientación. 


Por ejemplo, si la parametrización está dada por Q = (M;N;P) con x = M{uiv) a 
A y = N(u;v) a z = P(u¡v), el versor normal es 
Quv) a Qu) 


(Q(uv) a Quv) 


ej 


3 


(Recuérdese que el vector Q A Q es perpendicular al plano tangente que ellos 
determinan; pág. 363.) 


Si, en cambio, tomamos Q = (MN;P) con x= M(viu) a y = N(vju) a 


a z=P(vju), resulta 


h, = 


Qíviu) a (viu) E 
ivi) a Oivi) dE 


Es importante, entonces, al calcular una in 
convenido previamente cuál es la cara exterio! 
interior o negativa. 


tegral de este segundo tipo, haber 
r o positiva de la superficie y cuál la 


Consideremos ahora un campo vectorial V definido en un conjunto abierto 
que incluye una superficie orientada S, Si ñ es normal a la superficie, V -ñ 


es la proyección de cada vector imagen del campo vectorial a lo largo de la normal 


a la superficie en el punto. Esto puede vincularse con el importante concepto físico de 
flujo, $ 


Suponemos que en un punto P perteneciente a la superticie, cierto líquido fluye 
con velocidad V. Consideramos atrededor de P un elemento de su; 


área AS, Solamente la com 
del líquido. 


perticie S, de 
ponente normal V + ñ tiene efecto en el transporte 


=} 


<! 
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> V -ñAS se define como el flujo elemental del líquido a través del elemento 


de superficie. El límite, en ciertas condiciones, de sumas de flujos elementales, o sea, 


la integral de superficie correspondiente, se llama flujo del campo vectorial V 
¿2 a través de la superficie S: 


s Flujo -f V-ndS 
s 


Si en lugar de velocidad, el campo vectorial corresponde a una radiación lumi- 
nosa o calorífica, el flujo es la cantidad de energía que atraviesa la superficie. 


Nota: en los cálculos que efectuaremos en el resto de esta sección, simplificarernos la notación, como hici- 


RS mos en otras oportunidades, anotando a, por Qj (uv), Ex por Fixy), Va por V; (xuyiz). etcétera, 


g 


Por definiciones anteriores, para una superficie parametrizada, es 


; S7 -nas = f| V-a; a agoua 
`] s D ¡AI 


a dS 
Pero, (2 a Q/n=0 a Q; 


v 


l Sl Luego, ST rs- [7-3 mua 
a S D 


A 


S La integral doble del segundo miembro es positiva si ñ es la normal positiva y 


negativa en caso contrario. 
Si V =V ¡+V,j+Vk y ñ= cos ri + cos riy] + cos riz k, 
Veh= Y À nz. 

es V +ñ = V, cos nx + V, cos ny + V, cos nz. 


La integral de superficie puede anotarse: 


ES [Tras -f (V, cos nx + V, cos riy + V, cos nz) dS. 
S S 


Si la normal es exterior podemos escribir 


4 [JT res- f v,at v, az v oan 
S s 


Para la normal interior debemos cambiar el signo del segundo miembro y resulta 


m ST rs- E 
L 
y s s 


Si consideramos que la superficie S es el gráfico de la función F tal que 
ES z= F(x;y), Usando como parámetros u = x, v =y, hemos visto que 


L Qi a Q; =Q; a Q = Fi Foj+ko 
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[Fros [7-3 - apro 
S D 


Para V= V¡I+V,j+v,k, es 


f V-:ñdS -f| (EV F¡V¿Fr+V,) dx dy (1). 
S D 


Luego, 


una superficie orientable y se elige como normal posítiva 


-Fi-F'j+k -zi-ajek 
ñ = —_ 2 o bien, h= ——2— (e) 
VERE VEA 


Ejemplo 


Sea V{x;y;z) = xi+yj+zk definido sobre un disco de radio 3 ubicado en el pla- 
no de ecuación z = 6. Calcular el flujo de V a través del disco. 


Usando la fórmula (1) para F(x;y) = 6 con ELOY) = Fy) = 0, queda: 


fT res =f saoe] dx dy = 6 área D = 6 . 9r = 54r 
Ss D D 


Si S es el gráfico de un campo escalar dado en forma implícita por F(x;y;z) = 0, 


FI F 
sabemos que z= ~ E ASA Em 
El ob 
Reemplazando en (x): Á = ( 1+— + k) 
VEZ N Fr Fr 
y 2 z 
FiF] k 
y resulta ù= + —_ 2% 2— o sea, ñ= t aradt 
VETE Igrad F| 
y 
Ejemplo 


Calcular el flujo de Víxy:z) = 1821 — 12] + 3yk a través de la parte del plano 
de ecuación 2x+3y+6z = 12 ubicada en el primer octante. 


La superficie está dada en forma implícita por 2x+3y+86z-12 = 0 
Fibuyiz) = 2 a Fixyiz) = 3 a FiQuyiz) = 6 


21+3j+6k 
7 
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Al calcular el área de una superficie en IR? vimos que 


dS = ———- dx dy o bien dS = ———2——— dx dy (pág. 281). 
Įcos nz] ¡FJ 


7 
En nuestro ejemplo resulta dS = 5 dx dy. 


Por to tanto: 


:(_36 36, 18 y 
fG- 7 9)95 


GER 


AS 
FA 
6 yaa $x 6 2 
-Í (6-2x) dx dy = a| af (8-x) dy = a (12-6x+ 2 x) d= 
“4D o y=0 o 
2 6 
=2 (12x-3x + 20) = 24, 


Las definiciones que hemos dado permiten generalizar el teorema de Green a 
tres dimensiones. Una generalización es el teorema de la divergencia o de Gauss, 
llamado así por el matemático, físico y astrónomo alemán Karl F. Gauss (1777-1855), 
profesor de la Universidad de Gótingen. La otra generalización es el teorema del 
rotor o de Stokes, nombre del matemático y físico irlandés George Stokes (1819- 
1903), profesor de la Universidad de Cambridge y creador de la teoría de la fiuores- 


cencia. 
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El primer teorema, llamado también de Green en el espacio, relaciona integral 
de superficie con integral triple. El segundo relaciona integral de superficie con in- 
tegral de línea. 


Teorema de la divergencia 


Si V es un sólido simple incluido en R?, proyectable sobre los tres planos coor- 
denados y F un campo vectorial derivable con continuidad y definido en V, enton- 


ces la integral triple sobre V de la divergencia de F es igual al flujo saliente del 
campo vectorial a través de la superficie cerrada S que es frontera de V. (La super- 
ficie S tiene plano tangente en cada uno de sus puntos.) 


O sea, probaremos que 


Ñ div F dx dy dz | F-HdS donde ñ es la normal exterior a S. 
v s 


Si anotamos F y ň en función de sus componentes, es 


Foxy;z) = My;z)i + Noyz] + P(xy:z)k 
y 


Ă = cos nx Ï + cos ny] + cos nz k. 


La tesis propuesta es: 


lii (M +N + P3) dx dy dz -f (M cos rix + N cos ny + P cos nz) dS. 
v S 


Demostración 


Podemos probar separadamente las tres fórmulas: 


il M’ dx dy dz -f McosrixdS (1) 
¿dy Y S 


y 


pS 


l) N’ dx dy dz -Í NcosnydS (2) 
y” s 
il P: dx dy dz -Í PcosnzdS (3) 
II N s 


Suponemos, como el sólido es simple y proyectable sobre el plano xy según 
el recinto simple D, que está definido así: 

V= (Qoyi2)/F (xy) LES Estay) a {(xy)eD}, con F, y ES continuas. 

La superficie S consta de un casquete superior S, dado por z = F (x;y) y uno 
inferior S, correspondiente a z = F (uy). 

Expresamos la integral triple como integral doble sobre D y veremos que esta 
integral doble corresponde a la integral de superficie del segundo miembro en la fór- 


mula (3). 
z=Falxy) 
i) P* dx dy dz -f [f Pdz | aray = 
z 
v DLS z=F (xy) 


-f [Poyi 0y) Phsy;F 0y) dx dy (4). 
D 


Para la integral de superficie, podemos anotar: 


f P(x;y;z) cos nz dS -ff P(x;y;z) cos nz dS gi) P(xiy;z) cos riz dS (5). 
s S; S2 


Sobre S, cos riz es positivo pues el ángulo es agudo. Luego dx dy = cos nz dS 
y resulta: 


f P(xy:z) cos nz dS [| P(xy;F (xy)) dx dy (6). 
S3 D 


Sobre S,,en cambio, cos niz es negativo pues el ángulo es obtuso. Como el área 
es positiva, es dx dy = — cos nz dS y queda: 


f P(x;y;z} cos nz dS = -f PQoyiF (uy) dx dy (7). 
S; D 


De (4), (5), (6) y (7) obtenemos: 


í P’ dx dy dz -f PQuy:z) cos riz dS. 
Wiv * s 


De igual forma, proyectando sobre los otros planos coordenados, se obtienen 
las fórmulas (1) y (2). i i 
Sumando (1), (2) y (3), queda la tesis. 
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El teorema puede extenderse a sólidos que sean unión de sólidos simples y tam- 
bién a otro tipo de sólidos cuyas fronteras son superficies cerradas que admiten pia- 
no tangente en todos sus puntos. Se trata de un planteo similar al efectuado para 
extender el teorema de Green a recintos de otro tipo que los utilizados, suficiente- 
mente restringidos para facilitar las demostraciones. 


Aplicación 


Verificar el teorema de la divergencia siendo z 
Fíxy:2) = (2x+32)1+(x2y -1))-xz2k definido sobre el cubo 
V=((xyz/0=x=1r0sy<str0=z=1) 


1 ya 21 1 y=t 
al af of ere-a =| af (22+x2z2—xz2) 


230 o y=0 


1 yet 1 y=1 
= f af (2+x2-x) dy = f (2y +x2y—xy) dx = 
0 y=0 o y=0 
1 x? xaf 11 
-Í (2+x2=~x) a= (20+ 4-4) =L, 
ò 3 2 b 6 


2) La integral de superficie del segundo miembro debe calcularse sobre cada 
una de las seis caras del cubo. 
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nia 


A F-ndS -Í (2x+3z) dS -Í {(2+3z) dy dz = 
s, S, D 


1 


1 2=1 
f (-2x-32) dS -Í (-3z) dy dz -f af (-32) dz = 
S D 0 


==> 
A 
ni 
5 
a 
o) 
i 


E 2 2=0 
1 
c)y=0=ñ=-j 
f F -nas -|| (-x?y+1) dS -Í dx dz = 1. 
S3 S3 Da 
dy=1=ñ=j 


1 zat 
fl F-ñaS || (2y- 1) dS -Í | af (2-1) dz = 
Sa S4 Da 0 20 


1 
= f (x2?z2~2) 


o 


21 
2 
dx = T 


2=0 


e)z=0=>ñ=-k 


1 y=1 
Í F-ñdS -Í (-x23) dS -f —X) dx -f af (-x) dy = -4 
Se Se De o o 


E A AR A A A RR RE A E I N 


~ 


o 


Como puede observarse en el ejemplo, en general es más sencillo el cálculo 
de la integral triple de la divergencia que el cálculo de la integral de superficie. Por AS 
ello, el teorema es muy útil para calcular el flujo a través de una superficie cerrada @à 
sin recurrir a integrales de superficie. 


Ejemplo aang 


Calcular el flujo de F tal que F(xyy;z) = xt+yj+zk sobre ta pirámide "RO 
V = {xyz} x= 0nay = 0a z=0 a xty+z s 1} € 


Por lo tanto, este teorema relaciona la circulación, que es una integral curvilí- 
nea, con el flujo del rotor, que es una integral de superficie. 


Sy 


Y Teorema 


Si Fesun campo vectorial derivable con continuidad en un conjunto abierto que 
incluye la superficie orientable S, gráfico de una función con derivadas segundas 
continuas, y a una curva C, regular por partes, que limita la superficie, entonces 


Y 


n j f rotor F + ň dS = $ F «ds sí ñ es la normal positiva a la superficie S y si el 
į s Cc 
sentido de la circulación es positivo respecto de la cara de S elegida como positiva. 


mn 1 y=1-x z=1-x-y > i - 
ll div F dx dy dz = i 3 dx dy dz = of af of dz = j Demostración 
yy V AWIN o A 


y=0 = z pt E : z 
Sea F = Mi+Nj+Pk, entonces rotor F = (P/N Jit (M-P JAN Mk. 


" 
x 


1 pyi x 1 2 y fyrt iii eari 
= of dx (1-x=y) dy = 3 (vw - +) dx= a Recordando la fórmula fl Vaas =|| (=V ,F =V, Fi +V) dx dy (pág. 872), 
Jo y=0 o 2 y=0 e US s D iğ j 
a al aplicarla a la integral del primer miembro de la tesis resulta, siendo z = F(x;y): 
z í ( 1 x? ) 1 ~ 
= zat) = E = 
2 2 2 a y L -f rotor F + ň dS -f [- (P -Nz (MP Oz +(N,-M/)] dx dy. 
a S s D 


Luego, el flujo saliente de F a través de S es + 
Por otra parte $ F-ds= $ [M dx + N dy + P dz]. 
c c 


Teorema del rotor (Stokes) E 


Este teorema prueba que la circulación a lo largo de una curva cerrada simple F > Si C está definida paramétricamente por las ecuaciones: 
es igual al flujo del rotor a través de una superficie cualquiera limitada por la curva, ARES x= f(t) ^ y= g(t) a z =FÍHt;g(t)) con astsb, resulta: 
si la orientación de la curva coincide con la de la superficie. (Para coordinar la orien- mei. ý 
tación de la curva con la de la superficie suponemos un observador de pie sobre la 4 E h = [M dx + N dy + P dz] = MEMENg yr dt = 
superficie que mire la curva desde el extremo del versor normal exterior.) ia S Cc a dt 
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an S 


ES 


b 
dx dy _ dz 
-( [m J +N A +P dt Ja (1). 


Pero por la regla para derivar una función compuesta, es 


A mnyr 


d oyp, dy 


dt x dt Y dt” 


Se 


b 
dx dy dx dy y 
= + +PZ Pz t= 
fo A T T E T 


v 
= ( [une z -2 + we Pz) = dt ja- Gims ezasi N+ Pz) ) dy]. 


3 Debemos hallar el flujo del rotor a través de las tres caras exteriores de la pirá- 


mide. 
Si a esta última expresión le aplicamos el teorema de Green, resulta: 


A yd , 
l -fl x (N +PZ) ay mezo] dx dy. 


Para obtener las derivadas indicadas, debemos recurrir nuevamente a la regla 
de la cadena recordando que M, N y P dependen de x, y, z, siendo z = F(x;y). 


a) x=0 = ==> |] rotF «ñdS =0 
A A 


b) z=0 =» n=- f rotF -KdS =0 
S2 


Luego, 
da =N am ey dei ” c) x+y+z-1=0 ñ= i i+ 1 j+ L k 
m (NEPS N, tN z tP z t Piz z t Pze v3 V3 V3 
AA = 
-m M+tPz)=M +M z, +P z tP z z +PZ rotor F «ñ = YE dS V3 dx dy 


Al restar, se anulan los dos últimos términos de cada miembro y obtenemos: 


o 


l =f- ) + (N37 P) z + (Maz dx dy que coincide con 1,. 


Igual que el teorema de la divergencia, el teorema de Stokes se extiende a otras 
superficies con menos condiciones restrictivas. 


Ejemplo 1 


Verificar el teorema de Stokes para Féuy:z) = xzi+2yj+x2k sobre la super- 
ficie S del sólido V = [(xiy;iz)/x=01y>=012z=0 a x+y+zs 1), considerándo- 


2) = $ [xz dx + 2y dy + x? dz] 
c 
la limitada por la curva ubicada en el plano de ecuación y = 0. d 
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OSA NON 


z=0 
C:jy=0 
12x20 
x=0 
Co: y=0 f =0 
0szs1 Ca 
z=1~x 1 1 
C, y=0 f -| A | te-a ax = 
0Osxs1 C3 20 o 
(L-2 e) --1 
2 3 ê 6 
Luego mL 
eh 5 
Ejemplo 2 


Verificar el teorema de Stokes para Fosy;z) = 2yï+3xj-z?k sobre la circun- 
ferendi x?+y? = 9 ubicada en el plano de ecuación z =0 y orientada positiva- 
mente. 


Calculamos la circulación siendo las ecuaciones paramétricas de C: 
X=3costay=3sentrz=010=t<27 


2r 
= fo dx + 3x dy —2* an- [6 sen t(~3 sen tdt) + 9 cos t. 3 cost dt] = 
o 


2r 
-| (-18 sen?t + 27 cos?t) dt = 9r. 
0 


S 


Para verificar el teorema podemos elegir cualquier superficie orientada positiva- 
mente y limitada por C. El caso más sencillo es el círculo plano 
S = [layiz)/x2+y? 29 a z = 0} 


i j k 
~ = ð ð = 
ň = otor F =| — — —]|=k 
ñ=k ri x pa 
2y 3x ~-z? 


E ISS -f dS = n 32 = 9r. 
s sS 


Podíamos haber elegido también la semiesfera superior de ecuación x?+y2+ 
+22 =9 a z=0 u otra superficie que cumpla las condiciones requeridas. 


Las aplicaciones del teorema de Stokes permiten calcular, casi siempre en tor- 
ma más simple, la integral de superficie mediante una integral curvilinea. 


Aplicación 


Utilizando el teorema de Stokes calcular el flujo del rotor de F através de 
la superficie S si F(x;y;z) = (x+y)+(y-z)j-z8k y S es el paraboloide de ecua- 
ción z=1-=x?2-y? limitado por la curva C ubicada en el plano z= 0. 


L = roy dx +(y-z) dy-z? dz]. 
c 


Las ecuaciones paramétricas de C son: 
x=costay=sentraz=0n,0=t<2m 


2 ¿er 
k >| [(cost + sent)(— sent) + sentcost] dt = | (-sen? t) dt = 


o 


2w 


$ 1 
E (- 7 t + E sen 2t) 


o 


EJERCICIOS 


1) Calcular í (x+y+z)}dS siendo S la superficie del cubo 
s 
S=((xyz/0=sx=1tA0=y=1A0=z2=1) 
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2) Calcular f xyz dS siendo Sla parte del plano x+y+z = 1 ubicada en el primer 
s 


octante. 


3) Calcular el flujo saliente del campo vectorial V dado por 
V(x:yiz) = 18z1 - 12]+3yk a través de la parte del plano de ecuación 2x+3y+ 
+62 = 12 ubicada en el primer octante. 


3x2yi+xy?] sobre 
S=((uyiz2)/x+y=lax=01y=000=z=<1) 


5) Ídem para V(x;y;z) = x2i+xyj+xzk sobre 
S= {fay ZXY S4 Ax =01y=0,0<z=<1) 


6) Aplicarlo el teorema de Gauss calcular el flujo saliente de F si 
Ebuyiz) = (22-x)i=xyj+3zk a través de S = {(x;y;z)/0 < z = 4-y? a 0<x<3). 


7) Verificar el teorema de Stokes para la circulación de F tal que 
F(x;y;z2)  (2x-y)i-yz2?j-y?2zk a lo largo de la circunferencia ubicada en el plano 
z = 0, centro en el origen y radio 1. 

8) Ídem para F(xyyiz) = (2-y)1+(x+2)j-(x+y)k sobre la superficie del paraboloide 
de ecuacion z = 4-x2-y? limitada por la curva ubicada en el plano z = 0. 


9) Aplicar el teorema de Stokes para calcular el flujo del rotor de F para 
F(x;y;z) = (y+2)1-xzj+y2k sobre la superficie S del sólido 
V = {(x;y;z)/0 s y s2 a 0s zs 6-2x} 
a) considerando la parte de S limitada por.lá curva ubicada en el plano z=0 
b) considerando la parte de S limitada por la curva ubicada en el plano y=2 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


CAPÍTULO 10 
Sección | 

99 8 
1) 4 2) -27 3) 4 48 5) 3 
Sección li 

11 873 17 
4 m 44 8 
) 30 2 20 3) 210 ) 5) 
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Sección i! 
100 
5 23 _9 bp) 3, 14 8 3) 92-37 
3a -p 75 60 6' 3° 3 
20 
100 100 28 A 
b - ge 5)a)4 b) 3 c) 3 


x3 
6) a) U(xy) = x24y24C b) U(x;y) = 2y2-x2+y+C c) U(xy) = x2y- 3 +C 
2 U(x;y) = exsen 3 +y2-L +0 
d) U(xiy) = x3+ey cos x —y2+C e) U(xy) = y mn 
f) U(x:y) = edtgx-x3+y3+C g) Uly) = x Iny-x2=y2+C0 7) -5 


8) ir 94 10) S +1- 11) 3e'5 
Sección IV 
137 aS 3e 4) Uuyiz)= xy + senyz+er+C 


z 
5) U(xiy:z) = 3x2y+22x-yóz+C 6) Ul«yiz) = e*sen z — y? + y* k 
7) mr 8) 45r 
Sección V 


j-2k 4) div V=0, 


ja 


e 5, 
1) -6 2) -811+27|-4k 3) Pi 


rotor V = -i-j-k div F =x3+4xyz-2yz? rotor F =(x22+2y22)i+ (x?y-yz?)j+ 


+(3x?y-x?z)k 5) 2y- 


Sección V! 


32 
19 2 E ae yl 37 918 Da 88 


9) a) -6 b) -9 


10) 
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11. ECUACIONES DIFERENCIALES 


No he querido terminar el libro sin dar una introducción sencilla y no rigurosa al 
tema de las ecuaciones diferenciales. El lector interesado puede recurrir a una gran 
variedad de libros que se refieren exclusivamente al tema. Sin embargo, su impor- 
tancia es tan grande en problemas concretos de las ciencias, que es necesario, aun- 
que más no sea, un breve estudio del mismo, que suele alcanzar para múltiples apli- 
caciones. 

Nos limitaremos a ecuaciones diferenciales que pueden resolverse utilizando 
funciones escalares elementales y cuya solución se obtiene mediante los métodos 
conocidos de integración. 


I. Nociones generales 


Las ecuaciones diferenciales surgen en forma espontánea cuando se quieren 
resolver problemas físicos, geométricos, astronómicos, químicos, etc. También en 
ciencias biológicas, económicas y sociales, permiten formular planteos matemáticos 
que primero idealizan y luego clarifican los problemas que se desean resolver. 

Por ejemplo, en geometría, queremos encontrar una familia de curvas planas 
que, en cada punto, admitan una recta tangente cuya pendiente es el doble de la 
abscisa. 

Si f es la función escalar derivable asociada a una cualquiera de las curvas, dada 
por la ecuación y = f(x), la condición solicitada es f'(x} = 2x, o bien A = 2x. 

Cada una de estas expresiones es tina ecuación diferencial porque en ellas in- 
tervienen derivadas o diferenciales. 

Se encuentra una solución cuando, dada la ecuación diferencial, se halla una 
función f tal que sus valores y los de sus derivadas satisfacen la ecuación, 


En el caso propuesto es f(x) = fa dx = x2+c, solución general de la ecuación 


diferencial planteada. 

En física, por ejemplo, nos dicen que una partícula se desplaza sobre una recta 
en forma tal que, en cada instante, el doble del módulo de la aceleración coincide 
con la suma del módulo de la velocidad más el desplazamiento. La ecuación dife- 
rencial asociada al problema planteado es 2 s''(t) = s'(t) +s(t). 
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Hallar una solución es encontrar una ley de movimiento s adecuada. 

Por ejemplo, puede verificarse que s(t) = 3 e! satisface la ecuación dada. 
También s(t) = cel corresponde a una solución para cualquier número real c. 
Más adelante veremos que la solución general está dada por 


c, 


s(t) = ce + con c eR y c¿€R. 


el 


Nos interesa, entonces, clasificar las ecuaciones diferenciales en distintos tipos 
y establecer métodos para resolverlas, clasificando también los tipos de soluciones 
que aparecen. o i E 

Para ello, presentamos previamente algunos de los términos básicos que utili- 
zaremos en este capítulo. 


- Como se ha indicado, ecuación diferencial es una ecuación en la que intervie- 
nen derivadas totales o parciales de una función desconocida. Si la función desco- 
nocida es una función escalar o de una variable independiente, la ecuación diferen- 
cial es ordinaria y las derivadas que intervienen son totales. Si la función descono- 
cida es un campo escalar de varias variables, la ecuación diferencial es parcial o en 
derivadas parciales. z 
ER Fu y la ecuación de onda Pus CE 

at ax? at? ax? 
son ecuaciones diferenciales parciales. i 

Los dos ejemplos presentados al comienzo son ecuaciones diferenciales ordi- 
narias y en este texto solamente nos referiremos a ellas. 


La ecuación de calor: k 


Ecuaciones diferenciales ordinarias 
Definición 


Toda expresión de la forma H(xf(x}; f(x); f) = 0 que relaciona una va- 
riable independiente x con los valores f(x) de una función y de sus n primeras deri- 
vadas se llama ecuación diferencial ordinaria de orden n. 


Es conveniente anotar, para simplificar los cálculos, y por Kx), y’ por f(x), etcé- 
tera. f f 
Es decir, H(oy;y',....y(M) = 0 presenta la notación usual en ecuaciones dife- 


renciales ordinarias. 


Orden 


Ecuación diferencial ordinaria de orden n es toda ecuación en la que interviene 
una derivada de orden n y ninguna derivada de orden superior a n. o 

Es decir, orden de una ecuación diferencial es el mayor orden de derivación que 
aparece en la misma. 

x1''(x) + 7x f(x) = sen x es una ecuación diferencial de segundo orden que es 
el mayor orden de derivación. 
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AT xf(x) = 0 es una ecuación diferencial de cuarto orden. 


$ Grado 


i Grado de una ecuación diferencial 
derivada que da el orden, una vez 
eliminado denominadores respecto 
el grado existe si la ecuación diferi 
de las derivadas. 


es el mayor exponente con que aparece la 
que la ecuación ha sido racionalizada y se han 
de todas las derivadas. Esto último significa que 
encial puede anotarse como polinomio respecto 


a) (y"Y-y'x+yS5 = cosx. es de cuarto grado 


b) y" = y hs AeA 
(x+2y"')2 PRAN SNE 
E y"x244x(y"")2+4(y"1)3=y es de tercer grado 


17) 3 
O) y” = VIE)" = yP = 1+(y)1 
d) 3Y”—2y'+4 = 0 


es de grado tres 
no tiene grado 


Solución 


Una función escalar f es solución de la ecuación diferencial ordinaria 
H(xyy";...:y(0) = 0 en el intervalo A si y sólo si Vx€A: H(X); (x); Mx) =0. 


La solución puede hallar: E Íci 
se a veces en forma explícita pero en otr: i 
se la obtiene en forma implícita. ý ea 


Por ejemplo, dada la ecuación de primer orden y’ ='x, la función f dada expli- 


A ql x? 
citamente por y = f(x) con t(x) = -7t 3 es una solución de la misma pues su 


derivada satisface la ecuación propuesta. También lo es f tal que t9) = RSA +0 
2 


Para cualquier número real c. 
, Puede llegarse a esta solución m 
y’. Al integrar una vez, 


2 
bo = X e i 
(x) Ea +e corresponde a una familia de parábolas y para cada valor de la 


ediante una integración que elimina la derivada 
aparece una constante. La solución general dada por 


constante arbitraria c se obtiene una solución particular. 
Para la ecuación de segundo orden y” = 2x? la solución general puede ob- 


tenerse mediante dos int j jj 
egraciones sucesivas, por lo cual 
constantes arbitrarias. p A 


xt x5 
Y seo aya e 
3 A y 10 + C/Xx+C, 


a la ecuación diferencial es de orden n, se precisan n integraciones y en la so- 
i; general aparecen n constantes arbitrarias. Las n constantes son ingependien- 
es O esenciales, es decir, su número no Puede reducirse. 
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Veamos otro ejemplo. Dada y y' -x O, al integrar respecto de x para v = f(x), 
2 2 
se obtiene E - a =k, o bien x?+y? =c con c= 2k. 


En este caso. la solución general se obtuvo en forma implicita. De ello puede 
inferirse que en la teoría de ecuaciones diferenciales se necesitan importantes teo- 
remas que garanticen existencia y unicidad de cada solución. 


es una función f tal que sus valores y los de sus derivadas satisfacen la ecuación 
diferencial y en cuya expresión aparecen n constantes arbitrarias esenciales. 


Consideremos ahora la ecuación diferencial de primer orden y’ = 3x2. Es in- 
mediato que y = f(x) con f(x) = x3+c corresponde a la solución general de la misma, 
representada por una familia de parábolas cúbicas. 

A cada valor de la constante c corresponde una curva diferente llamada solu- 
ción particular de la ecuación. 

Muchas veces, en problemas de aplicación, es necesario elegir una curva par- 
ticular. Ello surge de informaciones adicionales llamadas condiciones iniciales, de 
frontera o de contorno. 

Por ejemplo, si a la última ecuación diferencial propuesta se le agrega la con- 
dición de que la solución debe ser una curva que pase por el punto (2;3), entonces 
la constante se determina a partir de la solución general. 


y=X+c0rx=21y=3 2 3=8+c0c>0=-5 


Luego, la función asociada a f(x) = x3-—5 es la solución requerida. 

Si la ecuación diferencial es de segundo orden, para hallar una solución parti- 
cular a partir de la general, debemos determinar dos constantes arbitrarias. y nece- 
sitamos, entonces, dos condiciones iniciales. 

Por ejemplo, dada la ecuación diferencial de segundo orden y” + y =0, la 
solución general está dada por y = 0,C0S X + C, Sen x. 

Necesitamos exclusivamente una solución a la cual pertenezca el punto (0;2) 
y tal que la curva tenga pendiente 3 en este punto. 

Tenemos, entonces, dos condiciones de frontera para la solución f tal. que 
y=f(x) 1) (0:2)ef 2) P(0) =3. 

Para encontrar la solución particular pedida consideramos la solución general 
y la derivamos. 


t(x) = C,C0S X + Csen x => to = =C,Sen X + C,COS X. 
Reemplazando en estas expresiones x= 0, f(0) = 2 y f'(0) = 3, obtenemos: 
2 =C,cos 0 + c,sen 0 a 3 = ~c sen 0 + c Cos 0. 


Luego c,=2Ac,=3 y la solución particular buscada es 
y = 2c0s x + 3sen x. 


Veamos ahora la siguiente ecuación diferencial de primer orden y = x y'—(y)?. 
Su solución general está dada por y = cx — e?, que es una familia de rectas no pa- 
ralelas. 
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En resumen, solución general de una ecuación diferencial ordinaria de orden n. 


A 


A O AN OAN 


mas 


ENEE OS IA OA AA OA 


PROSA AIN 


a A 


AAA 


y =x- 1 da una solución particular para c = 1, 
y= -3x -9 da una solución particular para c = —3, etcétera. 
En este caso, puede verificarse que, además de la familia de rectas propuesta 


2 
como solución, la función f tal que y = f(x) con ya también es solución. 


No es solución general pues no aparece la constante arbitraria ni es solución parti- 

cular pues no se obtiene a partir de la general. Es usual llamarla solución singular. 
{ Es x? ms 

La parábola de ecuación y= -y es envolvente de la familia de rectas pro- 

puesta como solución general. (Una curva es envolvente de una familia de curvas 


si y sólo si en cada uno de sus puntos es tangente a la curva de la familia que pasa 
por dicho punto.) 


y 


Otras soluciones de este tipo se pueden hallar construyendo funciones asocia- 


das a arcos de curvas de la familia y a arcos de la envolvente. Surgen así infinitas 
soluciones de tipo singular. 


De este ejemplo puede deducirse que no en todos los casos es posible hallar 
el conjunto de todas las soluciones de una ecuación diferencial. 


EJERCICIOS 


1) Dar el orden de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales: 
a) Xy” + 2xy' — 3senx = 0 i 

b) (y)? = x?-y2 

c) (x2+y) dy — 3x dx = 0 

a) ds _ ds _ 


2) Verificar en cada caso las soluciones propuestas e indicar su tipo. 
a) y=xy + (y) y=0x +0 


b) (y Yy- 2xy +y=0 1) y?-2cx +0?=0 


2) x? = y? 
3)x=y+l 
4 
c) y" +4y=0 y = C, sen 2X + C, COS 2X 
2 cè 
d) yy -= xiy) = 1 yya t 7) 
2 y=x+1 
3) y? = 4x 


ll. Ecuación diferencial de una familia de curvas 


El problema que nos interesa principalmente en este capítulo es hallar la Solu- 
ción general de una ecuación diferencial. O sea, encontrar, para cada ecuación di- 
ferencial, una familia de soluciones que corresponde a un conjunto de curvas planas. 
Sin embargo, en algunos casos puede plantearse el problema recíproco, es decir, 
dada una familia de curvas buscar una ecuación diferencial que la admita como so- 
lución. 


Ejemplo 1 


Consideremos el haz de parábolas con vértice en el origen y con eje y. Su ecua- 
ción es y=cx? (1). 

Derivando respecto de x obtenemos y' = 2 cx (2). pda ; 

Es necesario ahora eliminar la constante c. (Si no se la elimina, (1) sólo es so- 
lución de (2) si se le da en ambas el mismo valor a c.) 


A y e 
De la ecuación del haz resulta c= E si x +0. 


2y 
SRE 
mite a la familia de parábolas como solución general. i 
Si seguimos derivando podemos encontrar una ecuación de orden superior al 
primero que admite la solución propuesta, pero no será su solución general pues 
tiene una sola constante. 


Al reemplazar en (2) queda y' = que es la ecuación diferencial que ad- 
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Por lo tanto, si partimos de una familia de curvas de ecuación F(x;y;c) = 0, don- 
de e es una constante arbitraria o parámetro, podemos encontrar una ecuación di- E 
ferencial de primer orden que la tenga como solución general. Para ello, derivamos 
una vez. Si en la expresión que resulta no aparece c, se trata de la ecuación busca- 


da. Si aparece la constante, entonces debemos eliminarla utilizando la ecuación de 
la familia dada. 


"Dada la familia de parábolas y= c x? + c,X hallar la ecuación diferencial que $ 
- la tiene como solución general. 


Como en la ecuación de la familia de curvas aparecen dos parámetros, la ecua- $3 


ción diferencial buscada es de orden dos. 
Derivamos dos veces: y= 20,x +0, y= 20. 


11) y 
Eliminamos las constantes: c= > A (0, =y = 20x => G= y - xy). 


r 


Luego, reemplazando C, yc, en la ecuación del haz: y = + xP +H (y —xy => 


= 2y = xy" + 2y'x = 2x8" => xy" = 2y'x + 2y = 0, que es la ecuación dife- E 
rencial que corresponde al haz presentado. 


Por lo tanto, para una familia de curvas con dos parámetros del tipo Gi 
‘F(x; ¡0,¡C,) = 0 la ecuación diferencial que la tiene como solución general es del ” 
tipo H(x;y:y'¡y"?) = 0, o sea, de segundo orden. 


Siguiendo el mismo procedimiento para el caso de una familia de curvas conn 7 
parámetros, la ecuación diferencial correspondiente es del tipo H(x;y;y';...:y(M) = 0, @ 


O sea, es de orden n y se la obtiene eliminando las n constantes después de n de- a 
rivaciones sucesivas. E $ 


EJERCICIOS 5 


1) Encontrar la ecuación diferencial que admite como solución general a la familia 2 
de curvas: ay y=cx by=x2+*0c c) x-y sc 


= 3 S = x3 2 i 
d) y SS ECX +C, e) y=x +Cx +0 X+C, 


1 y = c, sen x + c, cosx 9) cx? + oy =x h) xy = cx -— 4. pá 


2) Hallar la ecuación diferencial asociada a la familia de circunferencias con centro a 
en el origen. Md 


3) Ecuación diferencial de todas las rectas del plano. < 


4) Ecuación diferencial de todas las parábolas con vértice en el origen y eje x. 
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a ll Trayectorias ortogonales 


Definición 


Dos curvas son ortogonales en un punto que pertenece a ambas si y sólo si las 
rectas tangentes a cada una de las curvas en el punto son perpendiculares. 

Si una curva es ortogonal a cada una de las curvas de una familia, se dice que 
es una trayectoria ortogonal de la familia. i 

Finalmente, si dos familias de curvas de un mismo plano son tales que cada 
una de ellas es ortogonal a la otra familia, los dos haces son trayectorias mutua- 


mente-ortogonates- EEA — A A ES E 


Por ejemplo, consideremos la familia de parábolas dada por la expresión 
= cx? y 7 
E Puede probarse que la familia de elipses centradas en el origen, de ecuación 
x2+2y? =k está constituida por las trayectorias ortogonales al haz de parábolas 
y recíprocamente. 


En muchas aplicaciones, sobre todo geométricas y físicas, interesa encontrar 
las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada. Por ejemplo, en el campo 
electrostático las líneas de fuerza y las equipotenciales son trayectorias ortogona- 
les. Lo mismo sucede en teoría del calor con las líneas isotermas y las de flujo ca- 
lórico. A 

El problema de encontrar las trayectorias ortogonales a una familia de curvas 
se resuelve como aplicación directa de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Para ello, dado un haz de curvas planas, lo primero que hacemos es hallar su 
ecuación diferencial. f 

Por ejemplo, dada la familia de rectas de ecuación y = cx hallamos la ecua- 
ción diferencial, según hemos visto, derivando primero y luego eliminando c. 


Es y' =c con c=, 
PPR 
Por lo tanto, y' = —. 


Xx 
Luego, para el haz de curvas correspondiente a y = cx la ecuación diferencial 
asociada es y’x = y. 
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Ahora bien, como buscamos las trayectorias ortogonales al haz de rectas, una 
propiedad de rectas perpendiculares de pendientes no nulas nos dice que sus res- 
pectivas pendientes son números de valores absolutos recíprocos y signos opuestos. 

Es decir, si la pendiente de una recta es y' + 0, una recta que le es perpen- 

1 


dicular tiene pendiente — y 
O sea, si H(xiy;y") = O es la ecuación diferencial asociada al haz de curvas 


DL NP : 
dado, Ax: - +) = 0 es la ecuación diferencial asociada al haz de trayectorias 
ortogonales al primero. 


En nuestro caso, como la ecuación diferencial del haz inicial es y=% 
X 


la ecuación diferencial del haz ortogonal resulta — + = z, o bien y y'+x = 0. 


Esta ecuación diferencial fue resuelta en pág. 389 y su solución general está 
dada por x2+y2 = k. 


. O sea, que las trayectorias ortogonales a la familia de rectas que pasan por el 
origen son circunferencias concéntricas en el origen. 


Y) 0=2 


a 
2 
al 


$ Podemos sintetizar el método empleado para hallar trayectorias ortogonales de 
la siguiente manera: 


1) Tenemos una familia de curvas planas cuyas ecuaciones nos dan o encon- 
tramos: F(x;y;c) = 0, siendo f una función derivable con y = f(x). 

2) Buscamos la ecuación diferencial de primer orden asociada a la familia de 
curvas dada: H(xyiy’) = 0 (y" + 0). 

3) Establecemos la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales: 


H(xy; =-+) =0, 


4) Resolvemos la ecuación diferencial anterior y su solución general es la fami- 
lia de trayectorias ortogonales buscada: M(x:y;k) = 0. 
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Ejemplo 1 


Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias concén- 


sftricas en el punto (3,1). 


jó iti paje ly 1)? = r2. 
1) La ecuación de la familja dada es: {x i ne 
y E Para hallar su ecuación diferencial, derivamos respecto de x y eliminamos la 
constante: 2(x-3) + 2(y-1y' = 0. (En este caso la constante quedó eliminada di- 


=> rectamente.) , i 
J La ecuación diferencial asociada al haz de circunferencias dado es 
r foz x-3 
(x-3) + (y- My" =0 0 bien y'= — ya 


3) La ecuación diferencial asociada al haz de trayectorias ortogonales es 


o bien y'(x-3) = y-1. 


y y- 
4) Resolvemos esta última ecuación diferencial 
z dy _ dx 


1 x-3 
3 


i Integrando queda Injy~1] = Inkx-3|+m 
Injy- 1] = Inlx-3|+in k 
ly-1] = 3]: k 
> Si y-1 tiene el mismo signo que x-3, entonces y-1 = k(x--3). 
s Si y-1 tiene signo contrario al de x--3, entonces y=1 = — k(x-3). i 
á En ambos casos, la solución corresponde a la familia de rectas de ecuación 


% y - 1 = 0x3). Todas ellas pasan por el punto (3:1). 


(m = Ink a k > 0) 


Nota: en la resolución de la última ecuación diferencial se ha efectuado un cambio de betas de 
transtorma una constante aditiva en otra multiplicativa, Este procedimiento y otros similares son usuales par 
a simplificar resultados. Su manejo se adquiere con la práctica. 


S 
æ Ejemplo 2 
A Hallar trayectorias ortogonales a la familia de parábolas con vértice en el origen. 
Es A Aa 
há 4) La ecuación de la familia de parábolas es y = CXf. ha 
ŠE 3 Hallamos su ecuación diferencia! derivando y eliminando c. Queda y' = 2cx 
4 EAE OTEN y 
Em pero, en la ecuación inicial, es Cc = EJ (x + 0). 
$ Luego, y' = 2 x, y la ecuación diferencial de la familia dada es y' = ——- 
i p x2 l 
3) La ecuación diferencial del haz de trayectorias ortogonales es 
ai 2 
z -L = L o bien ay y = =x 
i a y ea a si A 
á 4) Resolvemos, por integración, esta última ecuación diferencial. 
S y > 2 
n Es y?=- L + 
S 2 
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Luego. la familia de trayectorias ortogonales a las parábolas dadas es una fa- dl 


2 
milia de elipses centradas en el origen y ecuación + + y2=k, 


EJERCICIOS 
1) Dar la ecuación diferencial asociada al haz de rectas que pasa por el origen. 


2) Ídem para el haz de parábolas de ecuación y = ax? + bx + c. 


agan 3) Ídem para la familia de curvas de ecuación y=aer+ber+c, 
4) Ídem para el haz de circunferencias de ecuación x2+y2+ cx = 0. 


5) Ídem para la familia de parábolas asociada a x = ax? + by. 


6) Trayectorias ortogonales a la familia de rectas que pasan por el punto (-3/2), Y” 


7) Ídem para la familia de hipérbolas de ecuación xy? = ç, 


8) Ídem para la familia de curvas de ecuación yi = cx. 


9) Ídem para la familia de rectas de ecuación x+2y =c. 


IV. Variables separables 


Consideramos el caso en que una ecuación diferencial de primer orden puede 
expresarse de la forma y' = F(x;y) siendo F una función continua conocida. 
Si el valor F(x;y) puede descomponerse en producto de dos factores, uno de- 


pendiente exclusivamente de x y otro de y, se indica que es una ecuación diferen- ~ 


cial de variables separables. 


Por ejemplo, y” = 2x, Y =xy, y = sx 
tipo indicado. 


Cualquiera de ellas puede expresarse de la forma y' = m(x) a(y) donde m y q 
son funciones escalares continuas. 


Si q(y) + 0, la ecuación diferencial puede anotarse 


son ecuaciones diferenciales del 


1 n 1 


pas m(x) o bien r(y)y' =m(x) para r(y) = —— a 


ay) ` 


Recordando que y = f(x), es i[fO09]FPLg = m(x). 
Integrando ambos miembros respecto de x: 


] HE09JF (x) dx -| m(x) dx 


e 


fo dy = fmo dx 


También 
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Como r y m son continuas y por lo tanto integrables, obtenemos finalmente 


~“# p(y) = s(x) + e siendo p una primitiva de r y s una primitiva de m. 


El método que hemos usado para resolver la ecuación es el de separación de 
variables. 


a Ejemplo 1 


A Elo AREA A AA AAA 
Resolver y 2 


1 
x+2 


į t= ye 
Para ver que la ecuación es de variables separables anotamos y’ = y 


1 AR la -f 1 dx. 
y Y= az A E y x+2 


Por Ío tanto, 


di Luego, Infy] = Inlx+2] + c. 


La expresión anterior puede anotarse así: 


Injy|=In|x+2]+In k = 0 para k > 0. 


ky | : A 
=1 0 bien kļy| = |x+2]. 
Por lo tanto | PE] lyi = |} 
S La solución está dada, entonces, por y = c(x+2). 
Ejemplo 2 


S Hallar una curva asociada a y = f(x) que pase por el punto (2;1) y satisfaga 
` Ya ecuación diferencial 4y dx ~ x(y-3) dy = 0. 


4 
Separando variables obtenemos dy = FA dx (x #0 ay +0) 


fC -)0 = d dx = y-3 Injy| = 4 Inkxj+0 = y = Inly?|+ In x*+ In k = 
y x 


9 = y = Infoyd) = er =kx4y > e= kxty? y e= -kxiy? = e = xt, 


y Debemos encontrar ahora el valor de c que nos dé la solución particular para 
~ x=2ey=1. 
A a 

3 e= 16c = c= ETE 


; ià e 
Luego, la curva buscada tiene ecuación eY “E xó y, 
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En muy pocas ocasiones se presentan directamente ecuaciones diferenciales 


en las cuales es posible separar las variables. Sin embargo es muy común utilizar GH 


este método como etapa final en la resolución de ecuaciones diferenciales. 


cial. En el último ejemplo, x= 0 e y = O son soluciones de la ecuación propuesta, 
pero la ecuación del eje de ordenadas no corresponde a una función de variable x. 


EJERCICIOS 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales separando variables: 
1) y +2xy=0 2) 2xy' = y 
3) (1+x3) dy — x?y dx = O. Solución particular para x=2 e y= 1 
1-2x 


6) xyy' = 1-x? 
y ) xyy 


4 yy = 5) xy'+y = y? 


V. Ecuaciones homogéneas 


Consideremos una ecuación diferencial de primer orden del tipo y' = F(x;y)} 
donde F es una función homogénea de grado cero (pág. 164). 

Esta ecuación de primer orden recibe el nombre de ecuación diferencial homo- 
génea. 

Los siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales homogéneas: 


1 y+x 
y= yx (1) 2xy dy - (x?-3y2) dx = 0. 
dy _ x?+3y2 
En la segunda, podemos hacer ON Zy {2). P 


En (1) y (2) puede verificarse fácilmente que el segundo miembro corresponde 


a una función homogénea de.grado cero o, lo que es equivalente, al cociente de dos E 


funciones homogéneas de igual grado. 


Para resolver una ecuación diferencial de este tipo, es conveniente efectuar un ~ 


cambio de variables que nos llevará a una ecuación con variables separables. El 


cambio de variables a proponer surge espontáneamente si se observa que toda fun- a 
ción homogénea de grado cero puede expresarse como función del cociente Y 


y x 
o y 
En efecto, si F es homogénea de grado cero, por definición se verifica 
Yt: F(tx;ty) = F(x;y). 
Haciendo t = 4 resulta F{x;y) = F(12). 


Esto sugiere el cambio de variables Z =z con z = g{x}, con el cual la 


ecuación propuesta y' = F{x;y}) puede anotarse y' = F(t:z) o bien y” = h(z) (%). 
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< A Siendo y = zx resulta y' = Z'x4 z. 
P Reemplazando en (*) queda z’x+z = -h(z), ecuación que puede resolverse 


PEAN à S separando variables de la siguiente manera: 
A veces, al efectuar divisiones para separar variables se pierden soluciones par- Y bi 


tículares. Puede ser conveniente verificarlo en forma direota en la ecuación diferen- $ 


úli MA E On lazo (z =-2) 
èa h(z)}-z x 


ni Al integrar es haz dz = Injx|+ Ink 


h(2)- 


i Di in (kx) = f en 


1 
Luego kx] = eS me 


| Si g(x) corresponde a una solución de esta última ecuación, entonces 
Y =x a proporciona una solución de la ecuación inicial propuesta. 

A Nótese, una vez más que, al efectuar divisiones, generalmente perdemos soiu- 

ciones adicionales que debemos considerar separadamente. 


Ejemplo 1 
S Verificar que la siguiente oceaan diferencial es homogénea y hallar su solu- 
E » ción general: (x2+y2) dx — xy dy = 
dy _ x?+y? 
dx xy ` 
Vemos que el segundo miembro es función homogénea de grado cero pues 


ji ł2x2+t2y2 x2+y2 
s F{tx;ty) = De tó = A 


= F(x;y). 
txty xy y) 


Más sencillo es ver directamente si el segundo miembro es función del cociente 


Jo Y x? 
S Resulta Fv Ti 


Haciendo pA =z es y=xz. También dy = x dz + z dx. 
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Obtenemos 2% +zdx , 112 ió 
i “77 ecuación de variables separables. 
dz 1+z? 
zo TE A a E, dx 
pe e 5 a Ey > 2d2= => 


=> z? 
zS Iaixj+ink = 22=2 lnixļ+2ink = 22=Inx2+Inc = 


e: Zo ntx teso qE_A A A A AAA 


Luego, para la ecuación inicial propuesta es y? =x? ( 


ox?) 
Ejemplo 2 
Siendo x?dy-(y24+2 = zi 
y, =4. dy -(y2+2xy) dx = 0 hallar la solución particular para Xx =le 


Verificamos primero que la ecuación es homogénea: 


, „7 _Ye+2xy 2 
rE y (et 


Hacemos el cambio de variables Y = z 
Jez 


Resulta -X 42 + z dx 
dx 


=Z 4 2z => x E 22 
dx +z. 


Separando variables: dz 2X 


> z(z+1) x’ 
ara integr. i i 
grar, al primer miembro lo descomponemos en fracciones simples: 


JG 7 zi Jaz -J 


Infzj—Injz+1] = Injx|+ In k 


(k > 0). 
Luego, | AE PEA z 
90 aT Kid E + kx v = -kx 
Por lo tanto cx =-— 
zed 


Si sustitui =Y 
tuimos z= X obtenemos cx = 


que corresponde a la solución 
P 
general de la ecuaciór diferencial. 
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Buscamos ahora el valor de c para x, = 1 e y= 4. 


Resulta c = 4 y la solución particular buscada corresponde a a x= BEAN 
5 5 y+x 

4x2 

5-4x' 


y o bien y= 


y 9 Ecuaciones reducibles-a- homogéneas 


dy a ¡4+b y+o 
La ecuación diferencial —— = ——____—_——. 

dx ax+b,y+0, 
c,+0vc,* O, pero puede transformarse en una ecuación de ese tipo mediante 
un cambio conveniente de variables si se cumple la condición de que a b, a, b, +0. 


El cambio de variables que proponemos es: 


1 A 
no es homogénea para 


x=u+hn y = v+k siendo entonces dx = du a dy = dv. 
i La ecuación diferencial dada se transforma en: 
dv au+b v+a h+b k+c, 
E s eee (1). 
du a u+b v+a,h+b,k+c, 
? Haciendo simultáneamente a,h+bk-c, = 0: a,h-b,k-C,= 0. obtenemos 
® ia siguiente ecuación diferencial homogénea: 
dv ayu+bv 
du a,u+b,v 
Por lo tanto, h y k constituyen la solución del sistema de ecuaciones lineales: 
aph+b,k+c, = 0 a a,h+b,k+0, = 0. 
aħ+b k= =c, 


El sistema aerar] tiene solución única pues su determi- 


a,h+b,k = -c, 


nante = a,b,—a,b, + 0 como se propuso al comienzo. 


ES Ejemplo 
- Resolver (4x+3y+1) dx + (3x+2y+1) dy = 0 reduciéndola previamente a una 
ecuación homogénea. 


_  Ax+3y+1 
dx -3x-2y-1 


dv _ 4u+3v+4h+3k+4 
-3u—2v-3h-2k-1 


5 x=u+h =v+k 
S Ayo du 
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A E E o E O E E a E an, 


O N EN N A 


El sistema que debemos resolver para encontrar valores convenientes de h y kg 


4h+3k = 1 4 3 
es =-1#0. 
3h+2k = —1 3 2 
-1 3| | 4 -1 | 
Luego, h=1__2 =-1aks 8 Il], 


=1 =1 


Por lo tanto, x =u-1 a y =v+1 es la sustitución de variables que lleva a la m j 


ecuación diferencial homogénea 


dv _ 4u+3v 


du -3u -2v 


u Æ 0: 
v 
de _ 4+3-53 
du 3-24. 
u 


Hacemos el cambio de variables + =z con dv == zdu + u dz, 


Obtenemos du + u dz e 44 ecuación con variables separables. 
du -3-2z 
ù dz „__4t3z e ý dz __4+3z+32+272 
du -3 -2z du -3 -2z 


Separando variables, 


-2z -3 du 1 2z+3 du 
dz = = = 
2z2+6z+4 u 2 f 2243242 k f u 
= = 3 Infz?+32+2] = Inuj+c = Infuj+Inm + InVZ2F3272 = > 
eiae 
c 


= Inmlu22432+2) = 0 = mjuza? = 1 > 


= z?+3z+2 =. = SS 


v 1 
+8=4+2=—>=k => v2+3uv+2U? = k. 
Ue m uz a E uv+2u? = k 


Pero u =x+1 av=y-1. 
Luego, (y—1)2+3(0+1)(y-1)+2(x+1)2 = k. 


402 


Para resolveria, dividimos numerador y denominador del segundo miembro POr sa 


a > inpyl+ink= $000 dx => eje = yy] = py) = 


Finalmente, la solución general-de la ecuación propuesta corresponde a 
y?+3xy +2x2+y+x= k. 


EJERCICIOS 


1) Verificar que la siguiente ecuación diferencial es homogénea y resolverla: 
2xy dy ~ (x2+y2) dx = 0. ` 


: ,_ Ay 

2) Idem para y'= 3xy2 

3) Ídem para x?y' = y?2-2x?, 

4) Ídem para (3y2+3xy-+x?) dx = (x?+2xy) dy. 


] , _ Y? 2xy ox? 
5) Solución particular en (1;-1) para y 5 et 2xy- x2 
6) Solución particular para x, =1 e y,=0 de x dy — y dx = Vx*-y? dx. 


7) Verificar que la siguiente ecuación es reducible a homogénea y resolverla: 
(2x-5y+3) dx — (5x-12y+8) dy = 0. 


r y X-y+3 
8) idem para y'= ry T 

F , _ X+3y-5 
9) idem para y'= GT 


VI. Ecuación diferencial lineal de primer orden 


Llamamos ecuación diferencial lineal de primer orden a una ecuación del tipo 


y '+p0)y = r(x} donde p y r son funciones escalares conocidas, continuas en un in- 
@ tervalo abierto. 


Si r(x) = 0, la ecuación lineal suele llamarse incompleta y puede resolverse 
separando variables. 


Lu 
En efecto, y'+p()y = 0 = y! = —p(x) > 


añ f pix) dx 
maT 
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Si r(x) + O. la ecuación se llama completa y puede resolverse mediante cambio @ 


de variables. 

Tenemos la ecuación diferencia! y +p(x)y = r(x) (1) e intentamos la siguiente 
sustitución y = uv con y= f(x) a u = m(x) a v= q(x). 

Resulta y'= u'v+uv’. 

Reemplazando en (1): 


UV + uv’ + p(x) uv = r(x) => u'v + u(v'+p(xv) = r(x) (2). 


Pu En (2) iqualamos a cero el paréntesis del primer miembro..Para.ello.-resolvemo: 


la ecuación diferencia! lineal incompleta v'+p(x)v = 0. 
Buscamos una solución particular cualquiera de esta ecuación: 


i 
EA E 


con una elección particular de la primitiva que aparece en el exponente. 
Al reemplazar v en (2), como v'+p(x) v = 0, obtenemos 


u enfo a r(x) o bien u' = r(x) efo% 


Luego u -J r(x) efra dy + o. 


Finalmente entonces, la solución general está dada por 


y =uv= [fro eS dy + e] Soo 


Por lo tanto, y = ejem e fg eSP yx + oe- ana 


Ejemplo 1 
Resolver la siguiente ecuación diferencial lineal de primer orden: y'+2y = x. 
Haciendo la sustitución indicada y = uv: 
u'v+uv'+2uv =x > u'v+u(v'+2v)=x (1) 
Buscamos una solución particular de la ecuación incompleta v'+2v = 0, 


+ 


kd 
v = -2 => -y == Inv = -2x => v =e-2x, 


(Obsérvese que no colocamos valor absoluto ni la constante pues nos interesa € 


solamente hallar una solución particular cualquiera.) 
Reemplazando v en (1), obtenemos: 


u e7% = x = LL = eax = du = e2 x dx. 
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Integrando ambos miembros, el segundo por partes, resulta: 


ee x ex 
= —— +0 
2 4 
x ex e2 
. y= - +c)e-2 
Luego, ( 2 4 ) 


a x 1 
el -—+ -2x, 
S yeg gte 


Ejemplo 2 
Solución particular de 2y sen x dx = cos x dy — 2 dx para x% =0 y E3 


Llevamos la ecuación diferencial a la forma y'+p(x)y = r(x) 


S A A hi DAL 
i y' cos x — 2y sen x = 2 =» y' - 2ytgx = TTR 
R Haciendo y = uv, queda u'v+u(v'-2v tg x) = PATO (1) 
i g COS X ' 


La ecuación incompleta asociada es v’ ~ 2vtgx=0 
v ld 1 
ds ~y =2tgx= Inv=-2 In (cosx) => v = =y 


Luego, en (1): 


e du 1 2 du 


= = 2008 X u= 2senx +c. 
Bi dx cos? x COS X dx 
SS : i 
xX 
2d Por lo tanto, y = uv = (2 sen x + o) — La 2 YA + sent. 
cos? x COS x 
e 
Ja LE i tgx 2 
A La solución general está dada entonces por y= Ls + 0sec?x. 
dl Para Xa =0 e y, =3 resulta c = 3 y la solución particular pedida correspon- 
2 tgx $ 
> = 2 ——— +3 800? x. 
des dea y=2 coek sec 
O 
= $ Factor integrante 
a Quiero presentar aquí un método que puede aplicarse para resolver algunas 


ecuaciones diferenciales. Consiste en multiplicar los dos miembros de la ecuación 
> diferencial por un factor que hace posible la integración. 
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En el ejemplo 1 anterior resotvimos la ecuación y'+2y = x. , F 7 i ) 
Si multiplicamos ambos miembros por e°% obtenemos a Si bien el cambio de variables es un poco más extenso, en general resulta más 
fácil que memorizar el factor integrante. 
y ex + y 20% = x 0%, 
El primer miembro es ahora la derivada, respecto de x, de y e?. El segundo € Ecuaciones reducibles a lineales 


miembro se puede integrar por partes. e ea j ; Pe. 
P EAr POEP Una ecuación fácilmente reducible a lineal es la siguiente: 


xex ex y' -= p(x) y = y"rix) paran=0 n= 1 


O sea -i (yea) = xea = yea = 5 Gte» 


Se conoce como ecuacion de Bernoulh por el matematico Jacques Bernouik 
(1654-1705; miembro de una celebre familia de matemáticos suizos, a quien se le 
atribuye haber usado por primera vez la palabra “integral” en matemática. 

Como el exponente de y en el segundo miembro no es O ni 1, la ecuación no 
es lineal. 
Para y + 0, dividimos ambos miembros de la ecuación diferencial por y”, y ob- 


“tenemos: 


=> ys 5 ~ + +c solución ya obtenida en el ejemplo anterior mediante cambio 


de variables. 


Si bien muchas ecuaciones diferenciales pueden resolverse por este método, 
en la práctica no es sencillo encontrar el factor adecuado. ds 
Para la ecuación diferencial lineal de primer orden y’ + p(x) y = r(x) cuya re- ` 
solución hemos propuesto mediante cambio de variables, un factor integrante es € > 


yny + yan po =r 9) 


Efectuando el cambio de variable z = yh, resulta 


I(x} = efe con una elección cualquiera de la primitiva que aparece en el expo- 
nente. 


z'=(-n3+1) y" y' o bien y' = Z' y" == 


Al multiplicar, queda: y” eS PAd i y p(x) ef PA rx) e foao a). Reemplazando en (+) obtenemos la ecuación lineal 


Ahora bien, el primer miembro es la derivada, respecto de x, de yefe, ae z? + p(x) z = r(x) con incógnita z = h(x) 
d pid efaa px) de j 
En efecto, 377 (y ef ") y efod + y po efes, 9 que puede resolverse como se ha indicado. 


Al hallar z, la solución de la ecuación inicial está dada por z = y'=". 


d d 
Reemplazando en (1), es -i7 (y efo ») = r(x) efe, Ejemplo 


La solución se obtiene integrando ambos miembros res, A 
e integi OS bro: pecto de x Resolver y' + $ y = xêy4, 


[os Jomo 
ye roo) e deke: Dividiendo por y*, queda y"*y' + - yi=x (1). 


Ns ia 
Finalmente, y = efna fioo ePad ax + oe SeA que es la misma ex- 68 Si hacemos z=y"* es z'=-3y ty" o bien y'= =~-yy*z'. 


Reemplazando en la ecuación (4): 


Agr 
3 x 
Para resolveria, hacemos z = uv, y obtenemos 


presión obtenida anteriormente mediante sustitución de variables. 


3 TY AT A 
Ejemplo z=x% =» 7z- x= —3x3 ecuación diferencial lineal en z y z’. 
Resolver, utilizando un factor integrante, la ecuación y'-2y = e%, 
Como p(x) = -2, un factor integrante es Mx) = e-%. 


3 
A e pp É ¡nd TA, 3 
Multiplicando por e-** tos dos miembros de la ecuación propuesta: iii ay xX v) x 


v-Ēv=0> Lois inv=3Inx > v=x 


= y= (e +c) e? = y =e% + ce, 
v 


eray’ — 2y e7% = e > (y 0-2) =e => ye- = e+e = fe La ecuación incompleta para resolver es 
x ñ 
H 
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Luego, ux? = 3x3 AXHO0=>U4=-3=>U=-3x +0 
Por lo tanto, Z=(-3x+cCc)X% > 2=-3x% + 0x2 


Finalmente, y-3 = -3x4 + cx? o bien (cx3-3x9)y3 = 1, que 


resuelve la 
ecuación dada. 


EJERCICIOS 


2) Ídem para xy" — e2%% + y = xy. pl 
3) Ídem para (1 + x2)y" — 2xy = {(1+x2)2.. 
4) Ídem para x(y’—y) = (1+x2) ex. 


5) Ídem para y' + y = cosx. a 


1-2x yx 


6) Ídem para y + E 
xê ; 


7) Solución particular en (0;3) para y' ra = (x41)9, 
x+1 ( ) 


8) Resolver la siguiente ecuación de Bernoulli xX?y' + 2xy = y3, á i 


9) Ídem para xy’ + y = x2y2, f 
, a A 
10) idem para y' — 4y = 2exy?, e 


5 AN 
11) idem para xy’ — 2y = 4x3 y?, 


Vil. Ecuación diferencial total exacta E 


La ecuación P(x:y) dx + Q(«y) dy = 0 es total exacta si el primer miembro es * e 
una expresión diferencial total exacta, o sea, si existe una función potencial U tal que Gai A 
U =PaU =Q. e 

En ese caso, la ecuación dada toma la forma dU = 0 y admite como solución “ ds 
general la que surge de U(x;y) = k. a 

Sabemos que la condición necesaria y suficiente para que la expresión dada m ¿za 
sea diferencial total exacta es la de simetría: P =Q; para P y Q derivables con Y SS 


continuidad en un conjunto abierto y simplemente conexo. 
En ese caso, para resolver la ecuación diferencial se determina una función po- a 


tencial por el método ya utilizado. Para hallar la solución general basta igualar la 8% Si 
función potencial a una constante. Aa 
408 a a 


-zado en ta pág. 352: AE 


Ejemplo 1 
Resolver la siguiente ecuación diferencial, verificando primero que es exacta: 
(x2-2y) dx +(y-2x) dy = 0 
Puy) = x2-2y a Q(xiy) = y-2x => Puy) = -2 a Quxy) = -2 


Luego, en un conjunto adecuado se verifica la condición de simetría. 3 
Para resolver la ecuación buscamos una función potencial por el método utili- 


Integramos primero P respecto de x. 
3 
Resulta: U(x:y) = = - 2yx+t(y) (1). 


Derivando (1) respecto de y, obtenemos Uy) = -2x+f' (y). 
Ahora bien, por definición de diferencial total exacta, también es 


Usoy) = Q(x:y) 


igualando los valores de U, queda: 


o sea Ur by) = y — 2x. 


=2x + Py) = y - 2x. 


y? 
UN =y = (y) = 7 +0 


Por lo tanto, 3 


x? y? 
Luego, en (1): U(xy) === 2xy + =g + ©- 


Finalmente, entonces, la solución general está dada en forma implicita por 


2 2 2 
Lay + + o=h o bien - ay += k con k=hħh-c. 


Ejemplo 2 
Resolver (4x+1) dx — 2y dy = 0. 
Verificamos primero la condición de simetría: 
Poy) = 4x+1 a Quuy) = -2y => Py) =0 a Qu0uy) = 0, 


Luego, la ecuación es diferencial total exacta. : i 

Podemos buscar la función potencial integrando primero Q respecto de y. Es: 

Uy) = =y? + g(x). 

U'(uy) = g'(x), valor que debe coincidir con P(x:y). 

x 

Luego, g'(x) = 4x+1 = gh) = 2x2+x+c. 

Por lo tanto, U(xy) -y?+2x2+x+c y la solución general corresponde a 
y?-2x2=x = k. 


409 


EXA E a 


LN 


PARANA 


$ Ecuaciones reducibles a exactas 


En las aplicaciones no es frecuente que las ecuaciones diferenciales de primer 
orden sean exactas. Sin embargo, puede demostrarse que cualquier ecuación de 
primer orden puede transformarse en total exacta. Para ello, en algunos casos basta 
elegir una función y tal que, si la ecuación diferencial M(x;y) dx + N(x;y) dy = 0 no 
es exacta, lo es la ecuación que se obtiene multiplicando ambos miembros por 
e(x;y). 


O sea, queremos encontrar y tal que 
ely) [M(x;y) dx + NQcy) dy] = 


sea una ecuación diferencial total exacta. 


Por ejemplo, dada la ecuación y dx - xdy = 0 que no es exacta, 


ebay) == + es un factor integrante que la transforma en exacta. 
1 1 1 e 
En efecto, == (y dx — xdy) =0 => == dx + y dy=0 (1) 


Puy) = - + A Quy) =% => Puy) =0A Quxy) =0, y la ecuación (1) es di- 


ferencial total exacta. 
Puede verificarse, de igual forma, que también son factores integrantes los si- 


Sy) = 1 


guientes: a 


aby) = = in BOY) == a ME 

Lamentablemente, no se conoce ninguna forma sistemática para hallar estos 
factores de integración y saber que existen no presenta gran utilidad. 

Por lo tanto, aun cuando en teoría los factores integrantes constituyen un recur- 
so importante para resolver una ecuación diferencial de primer orden, en la práctica 
sólo pueden encontrarse para expresiones muy especiales. 

La situación más sencilla es aquella en que un factor integrante es una función 
escalar, es decir, el factor depende exclusivamente de la variable x o de la variable y. 


Veremos ahora cuáles son las condiciones que deben cumplir las funciones M 
y N para qué la ecuación diferencial M(x;y) dx + N(x;y) dy = O admita un factor in- 
tegrante que dependa exclusivamente de x. 

Suponemos que la ecuación p(x)[M(x;y) dx + N(x;y) dy] = O es exacta, con 
Puy) = elx) MQuy) a Qiy) = olx) Nixiy). 


Al derivar parcialmente para hallar P y Q;, obtenemos: 
PUKY) = p(x) M Axy) a QOY) = p0) N OGY) + e0) Ny). 


Por la condición de simetría debe ser 


p(x) Mily) = p) N OGY) + p'NNGGY). 
My) — N y) 
Despejando p'(x) queda: p'(x) = My) ex) (1) 


M -N 
SA 


solver (1) como ecuación diferencial lineal en y y y”. 
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Ejemplo 


Resolver la siguiente ecuación diferencial hallando previamente un factor inte- 
grante que la transforme en exacta: (y + In x) dx — x dy = 0. 


My) = y + nx a NOcy) = =x. 
Para ver si existe un factor integrante que dependa exclusivamente de x, bus- 
M-N’ 
y x 
camos N 
Mty) — Nix) 1+1 2 
N0sy) oOx 
y 2 
Luego, g'(x) = -  elx). 


Planteamos entonces la ecuación diferencial lineal incompleta, en p y p': 
2 
e) + olx) = 
28 que podemos resolver, en particular, separando variables. 


g'(x) 
e% 


= -2 np) =-2Inx => g(x) = x7? 


Hemos obtenido así el factor integrante (x) = Sn 
xi 
La ecuación inicial se transforma entonces, al multiplicarla por el factor obtenido, 


pae y+inx 
ba a wk 
e ji Posy) = 


ax-Żdy=0 


A Q(xy) = 


: + condición de simetría. 


3 Hemos llegado así a una ecuación diferencial total exacta que podemos resol- 
s ` rA ver buscando una función potencial. 


1 AN 1 A 1 
=> Py = -r^ Qoy) = -g que es la 


IBA De la misma forma empleada para hallar un factor integrante que depende de x, 
sr lisa que existe un factor integrante que depende exclusivamente de y si 


toa pee depende sólo de la variable y. 


depende solamente de x, entonces, para hallar p podemos re- ba Ejemplo 


A Hallar un factor integrante que transforme la siguiente ecuación diferencial 
a= y dx + (2x — y es) dy = 0 en total exacta. 


ta 


411 


Moxy) = y a N(xy) = 2x — y ey 


Ny) = MEY 2-1 1 


M(x;y) y y 
en= em = EDT ney =ny = e) =y 


Un factor integrante es, entonces, p(y) = y, yla ecuación inicial se transforma, 
al multiplicar por el factor hallado, en 


y? dx + (2xy — y?eY) dy =0 
Puy) = y? a Qluy) = 2xy — y?er => Pilxiy) = 2y a Qoy) = 2y. 


Por lo tanto, hemos llegado a una ecuación diferencial total exacta que sabe- 
mos resolver. 


Lo más conveniente, para aplicar este método, es buscar la diferencia entre 
N y M, en cualquier orden. Luego, ver qué resulta al dividir por M o por N. 


EJERCICIOS 


1) Resolver la siguiente ecuación diferencial, verificando primero que es total exac- 
da (y ~ 2x) dx + x dy = 0. 


2) Ídem para (ev sen x + 3x2) dx + (eY cos x — 2y) dy = 0. 


1 Jar (+ 1)0=0. 
Vx y 


3x? — ez sec?x 
2eYWtgx + 3y? * 


3) Ídem para (2: In2 In y — > 


4) Ídem para y = 


5) Solución particular en (1;2) para 2xy3 dx + (3x? y? + 2y) dy = 0. 


6) Solución particular en (0;3) para (y cos x + 2x eY) + (sen x + x2eY + 2) y' = 0. 


7) Verificar que el factor propuesto es integrante y resolver la ecuación 


243 xy? = y) = 
x2y3 dx + (x +-xy?)dy=0 (xy) zy — 
8) Ídem para ( + - 2 e-*sen x)óx + (Erica) dy=0 
e(xy) = y e* 
; 6 x2 y x 
9) idem para į 3x + y dx + Y +3 ea dy =0 py) = xy. 
412 


10) Hallar un factor integrante y resolver la ecuación 
(3x?y + 2xy + y3) dx + (x? + y?) dy = 0. 


11) Ídem para ex dx + (ex cotg y + 2y cosec y) dy = 0. 


, 3 
12) Ídem para (2 3 £) - 3y3y' = 0. 


13) idem para” “2y aX F (t= iny = 2x dy = 0: A A 


14) Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden, in- 
dicar su tipo y resolverla: 


a) y -y=exr b) 2xy3 + 3x2y2y' = 0 c) (9x2 + y —1)-(4y-x)y' = 0 
ES , __ Y? + 2xy ny y 
e ay o A E dr 


g) y’ = y + sen x + cos 2x h) (2x+3) + (2y-2)y' = 0 


z 2xy? + 2y dy 


Ìì y = 23y + 2x PACA 0 kys 


I) y +2xy+x=ec% m) 2y dx + (3y — 2x) dy = 0. 


Vill. Ecuación lineal de segundo orden incompleta 


Ya se ha estudiado la ecuación diferencial lineal de primer orden: 
y" + p(x) y = r(x). 
La ecuación diferencial 
PO) yO +...+ p¿0dy” + p,(x) y + pb) y = r(x), 


es lineal de orden n. 
Para n = 2 tenemos la ecuación diferencial lineal de segundo orden: 


PA) y” + p,(%) y” + p09 y = r). 


Si los coeficientes p(x) son constantes, se trata de una ecuación lineal de se- 
gundo orden con coeficientes constantes cuya forma general es la siguiente: 


y” +py +qy = r(x). 
(Si es ay” +by'+cy=r(x) basta dividir por a + 0.) 


- Comenzamos considerando la ecuación diferencial lineal con coeficientes cons- 
tantes y segundo miembro nulo, llamada también incompleta o reducida: 


y" +py +qy=0 
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Algunos autores la llaman homogénea por ser nulo el segundo miembro. No lo 
hacemos, para no confundir con la defiriición de ecuación diferencial homogénea 
dada anteriormente y que se refiere'a otro tipo de ecuaciones. 

Para justificar, en cierta'torma, el tipo de solución a proponer, recordemos cómo 
puede hallarse una solución de la ecuación incompleta de primer orden 


y +py=0 


Laa = =px +c > ly = e-a +e = ly) = e-Px ec. > y =ke, y la 
y yi ? EN 
solución es una función exponencial. 


Este resultado nos lleva a preguntarnos si una ecuación lineal de segundo or- 
den puede admitir también soluciones de tipo exponencial. 

Por ejemplo, dada la ecuación diferencial Y" — 3y' + 2y =0, vemos si y = emx 
es solución para cierto valor de m. 

Es y =memx e y” =m?em, 

Reemplazando en la ecuación dada, obtenemos 


memx = 3m em» + 2emx = 0 o bién, erx(m2-3m + 2)=0. 


Como la función exponencial nunca se anula, para que la ecuación diferencial 
se satisfaga debe anularse el paréntesis, al cual llamamos ecuación característica 
asociada a la ecuación diferencial dada. 


Las raíces de m?-—3m+2=0 son r,=1 y r,=2. Luego, tanto u, =e 
como u, = e*x son soluciones particulares de la ecuación diferencial. 


Podemos verificar en forma sencilla que también c ¡e y ce? son soluciones ` 


para c, y c, constantes. También y =c 9% + c,e2* es solución, lo que puede com- 
probarse reemplazando en la ecuación dada. 
Observemos ahora que el cociente entre las dos soluciones particulares halla- 


ex i ; 
das no es constante pues == 2* En este caso, decimos que ex y e co- 
e 


rresponden a funciones linealmente independientes y constituyen un sistema funda- 
mental de soluciones. En la expresión y = c 2% + c,¿e%, las dos constantes c 1Y C, 
no pueden reemplazarse por una sola. f 

Por lo tanto, y =c ¡9% + c¿e% es solución de una ecuación diferencial de se- 
gundo orden y presenta dos constantes esenciales. Luego, es solución general. 


Antes de estudiar el tema en forma más completa, veamos otro ejemplo. 

Sea y” - 6y' +.9y = 0. 

Para y = em es em(m? — 6m + 9) =0. 

La ecuación característica m? — 6m + 9 =0 tiene raíces reales coincidentes 
rr, =3 > 

Luego, u =u, = ex es solución particular de la ecuación. 

Si en este caso queremos proceder como en el ejemplo anterior, haciendo 
y =c e% + 0,8%, esta solución incluye una sola constante arbitraria pues 


y= (e, + cje% = ce% que no puede ser la solución general de una ecuación de 
segundo orden. 
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xi 


intentamos buscar una solución de la forma y ~ ue% con u = g(x). Para en- 


contrar una función g conveniente calculamos 
y' = u'e? + 3u e% y" = u'e + 6u'ed + 9u ex 
Reemplazando en la ecuacióh diferencial, es 
u ex + Gu'e3x + 9u e= — 6(utex + 3u e7) + 9u e% = 0 
o bien u”e* = 0. 
Luego, es u” = 0. Para obtener u integramos dos veces: 
o = 
YU =C, AU CX RO 
ió = 3 
Luego, es y = (cx + c,)e* y la solución general resulta y = c,e% + cxe% 


Osea, u =e% a u, =x e% que son dos funciones linealmente independien- 
y f 


3x 
=x no es constante. 


tes pues su cociente 


Con estos ejemplos he querido bosquejar el procedimiento que utilizaremos en 
la resolución de ecuaciones diterenciales lineales de segundo orden con coeficientes 
constantes y segundo miembro nulo. . > g 

En primer lugar debemos proponer dos soluciones particulares linealmente in- 
dependientes de la ecuación propuesta. El tipo de solución a proponer varía de 
acuerdo con las raíces de la ecuación característica. Luego, la solución general es 
combinación lineal de esas dos soluciones. i 

Definimos entonces, en primer lugar, funciones linealmente independientes y 
luego justificaremos los párrafos anteriores. 


Funciones linealmente independientes 
Definición 
Dos funciones escalares u 4 Y u, son linealmente independientes en un interva- 


lo I si y sólo si para todo x € L: 


au, (x) + au(x) =0 > a =a, = 0. 


1 
Son dependientes en caso contrario y la definición puede extenderse a n fun- 
ciones. 


Consecuencias: 


a) si dos funciones escalares son linealmente dependientes en un intervalo |, 
entonces su cociente, en dicho intervalo, es una constante. j 
En efecto, si u, y u, son dependientes, existen dos constantes no simultánea- 


mente nulas, 2, Y tales que Vxel: a,u, 0) + aux) =0. Sies a, #0, resulta 


2 

2 i rn 

Vxet: u 09) Bri u(x) y el cociente u, sobre u, es ta constante a, . 
1 
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b) dos funciones (o n funciones) no pueden ser linealmente independientes si 
una de ellas es nula. 


c) si el cociente de dos funciones escalares es constante en un intervalo, en- E 


tonces las funciones son linealmente dependientes en dicho intervalo. 


u(x) ES 
Vxet: Ta =kak#0. (Parak = 0 es u(x} = 0 y resultan dependientes.) @&@ 
2 S 
Vxel: u(x) ku.) = 010 =-k%0. e 


__ Luego, u , Y u, son linealmente dependientes en |. 
d) definimos ahora una función W con forma de determinante: 


u 19) u a) 


Wix) = 


u;(x) u(x) 


Este determinante se denomina wronskiano de las funciones derivables IS 


(por el matemático polaco J. Wronski (1778-1853)). 


$ Demostraremos que, si el wronskiano de dos funciones derivables (o de n 
funciones con n-—1 derivadas) no se anula en-algún punto de un intervalo abierto, 
entonces las funciones son linealmente independientes en dicho intervalo. 

Sean u, y u, dos funciones derivables en | y W su wronskiano. Sabemos que * 
3x, €l: W(x,) + Ô. E 

Consideremos la ecuación: œ 14,0) + œu, (x) = 0. Sd 

Derivando, queda: a u(x) + au (x) = 0. 

Para x = X, Obtenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con incógnitas 
a, y A pi 


l ua, + u¿(x Ja, = 0 


ua, + ANA =0 S 

u(x) u(x) = 

Su determinante = Wix ) + 0. pa 
u(x) ua) ; 


Luego, el sistema tiene solución única a =a = 0. p 

Por lo tanto, se satisface la definición de funciones linealmente independientes BH 
para u, y u, ent. En efecto, las únicas constantes que verifican au(x) + au(x) =0 8 
para todo x del intervalo son as 0 y a, = O. (Si en otros puntos del intervalo el 
wronskiano se anula, en dichos puntos el sistema que se forma admite otras soiu- 
ciones además de la trivial. Pero ninguna de estas soluciones puede satisfacer la 
igualdad « 1U (X) + au ¿(X,) = 0 como hemos visto, o sea, no pueden servir para 


todo el intervalo como exige la definición de dependencia lineal.) a 


Hemos probado, entonces: Ix EW) 40 = u, y u, linealmente inde- 
pendientes en 1. 
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Su contrarreciproco también verdadero (Cálculo 1 - cap. 1) nos dice que si dos 
funciones derivables son linealmente dependientes en un intervalo abierto, entonces 
su wronskiano es idénticamente nulo en él. 


O sea: u, y u, linealmente dependientes en | => Y xel: W(x) = 0. 


La propiedad recíproca del teorema demostrado no se verifica en general, pues 
hay funciones linealmente independientes en un intervalo cuyo wronskiano se anula 


idénticamente-en-éh-—— n e S 
inealme 


que su wronskiano no se anula en ningún punto. : 

"Esto se verifica también para n funciones linealmente independientes si son 
soluciones de la misma ecuación diferencial lineal incompleta de orden n con coefi- 
cientes continuos. 


Ejemplo 


Verificar que las siguientes funciones u, y u, son linealmente independientes 
siendo u(x} = e5, u(x) = gra 
e5x e-ax 

w(x) = = -3 e% -5 e% = —8 ex 40, 


5e%  —3e-x 


* El wronskiano no se anula para ningún número real. Luego, u, y u, son lineal- 
mente independientes en R. 


Soluciones según la ecuación característica 


o). 


la ecuación característica asociada a la ecuación anterior es 


Sea y "+py+qy=0 

Para y = em 
m>opm+q=0, 

Esta ecuación de segundo grado, con coeficientes reales, puede tener raíces 
reales distintas o iguales, o bien raices complejas conjugadas. 

Proponemos, para cada caso, las soluciones particulares adecuadas. 


y Caso 1 


r, Y r, Son raíces reales distintas de la ecuación característica. 

Entonces u,(x) =enx* y u,(x) =e% corresponden a soluciones particulares 
de la ecuación diferencial. x 

En efecto, si reemplazamos u ¡en (1), por ejemplo, obtenemos 

409 + pu 0) + qu, (x) = Rens + pr, en + qe =en (r? + pr, +q)=0, 
1 1 1 3 
0 

pues r, es raíz de la ecuación característica. 

Lo mismo sucede con uz 
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Además u, y u, son linealmente independientes pues, para cualquier x: 


‘erix erz 
Wix) = = elj +2 EEN) +0. pe 
ren pera] d 
. Caso 2 

n =n =r OS la única raíz real de la ecuación característica. Como ya hemos TR 

indicado én el ejemplo, proponemos las siguientes soluciones: u,(x) =e* y @ 
u 09) = =xe”, E à 
Verificamos primero que ambas son soluciones. AS 


Para u, es la misma demostración del caso 1. AS 


Comprobamos que u, también es solución reemplazando u,, u, y u; en la ý 
ecuación diferencial. 
uX) =x 0% => W(X) = e% rxe > u(x) = 2r e™ + rx er, ER 
Como la ecuación característica admite raíz única r = — Les ars p=0 7 


2 à S 
2ren + rxe + pex + prxerx + qxe” = 


Luego, u0) + p u(x) + q u, = 


= x en (r? + pr + q) + e” (2r-+ p)= 
a ESTAMOS 


0 0 
- También u, y u, son linealmente independientes pues, para cualquier x: 


en xer a a 

w(x) = =en 40 ES S 

re% e% + mxe* E > 

Caso 3 s H x 


Las raíces de la ecuación característica son números complejos conjugados: y 
=at+tfBlar,=0- Bi siendo p=-(r, +r) = -2e y q=1/f,= a+ p2 (1), 
Para 8 = 0 sabemos, según el caso anterior, que g tal que g(x) = e°% es solu- $ 
ción. Para a = 0 puede probarse que h tal que h(x} = sen 8x es solución y también sa 
lo es ¢ tal que €(x) = cos 8x. 3 > 
Proponemos, entonces, como soluciones particulares para este caso, con £ + 0 falaz 
u(x} = e% cos BX, u(x) = e°% señ Bx. 
Como en los casos anteriores, verificamos primero que son soluciones y luego 8 PRS 
que son linealmente independientes. 5 A 
Para u,: u(x) = e°% cos fx => u;(x) = ae% cos Bx — Bes! sen 8x => 
= u(x) = &?eo* cos 8x — 20 Bea sen Bx — B2e2* cos Bx. 
Luego, u;(x) + pu; (x) + qu, (x) = e% cos Bx (02—B+pa+q) — 


— ex sen Bx (20 8+p8) = 
Además, para cualquier x: 


O pues p=-— 2a a q=&? + 8? por (1). 
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e°% cos Bx e% sen Bx 
WA) = B p = per #0 => 
ae* cos Bx — Ber seh Bx ae” sen Bx+fe"* cos Bx 
= u, y u, son linealmente independientes en R. 


$ Quiero señalar ahora que la formà èn que hemos propuesto las soluciones 
en el tercer caso ha sido artificiosa. 

Si queremos que las mismas soluciones aparezcan en forma natural debemos 
recurrir a funciones con variable compléja que mantienen propiedades del campo 
real, 

Para ello, basta hacer v,(x) = 

Es vx) = e% ebi a vx) = e% eM, 

Si recordamos la fórmula de Euler exi 

erí 

Luego, v(x) = ex (cos Bx + i señ 8x). 

Análogamente, v (x) =.e° [cos (--Bx) + i sen (-£x)] = e% (cos Bx—i sen £x). 

De aquí surgen las funciones trigonométricas que habíamos propuesto como 
soluciones. eN 

La solución zeneral es y =k,v,(x) + k,v,00. 


Resulta y = k e" {tos Bx + i sen Bx) + k,e% (cos fx — i sen 8x) 
y = e% [{k, + k,) cos 8x + (k, — k,) ¡sen 8x]. 
Haciendo c, =k, +k, c,=(k, -k)i obtenemos 


erx = eleta y y (x) = erat = elo, 


cos x + ¡sen x, resulta: 
cos Bx + ¡sen 8x. 


ye 0,80% COS BX + ce% sen 8x 
Meiya AA 


u(x) u(x) : 
y queda justificada la elección de soluciones que habiamos propuesto como artificio. 


Solución general 
Propiedad 1 


Si u, y u, son soluciones de la ecuación diferencial y" + py'+qy%=0, en- 


ib tonces y =c u, + yu, es solución para cualquier par de constantes c 1 Y Co 


La demostración es inmediata por simple verificación: 
E a , ai 7 
y = C/U, +C U, y’ = cu; + Cu => y cuy + eu; 


a. vau n , , ù 
Luego, y” +py'+qy = c/u +CU, tpe U, tpe U, +q u, +qC,U, = 


= 7) . 7 r = 
=c (u; +p u +q u) + LAG +pu,+t qu) = 0 


0 <50 


(Los dos paréntesis se anulan porque uyu, son soluciones de la ecuación 
diferencial.) 
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% Propiedad 2 


d ( u(x} ) E u(x) 4,09 = u(x) 400 


E En general, -3 A 
Cualquier solución de la ecuacion diferencial y’ + py” + qy 0 es combina- HE ” x ux) [4,09] 
cion lineal de dos soluciones linealmente independientes de la misma. g E 
Sea y una solucion cualquiera de la ecuacion diferencial. u yu, dos soluciones , i d u(x) ) wax) 
paruculares Iinealmente independientes di Ue O sea “E ( u0) a uoe 
Ls 1 


Demostrarernos que y cu, Cuy 

y e El wronskiano ya ha sido calculado anteriormente para cada caso. 

Hacemos v= TEN (u, * 0) p 
P 1 


y=vu > y svu, tvu => y'= vu +2v'u; +vu Caso 1 
Luego, en la ecuación diferencial, queda: st 
y E cdi i u 0) = er a Ub) = e > Wax) = (1,1) ela 
vu + pu; + qu,) + v(2u; + pu) +v%u, =0. BA 1 
CAPA 
y PREN Luego, —$ ( a ) amenna 
Por lo tanto, v debe satisfacer la ecuación diferencial O dx `u) [u09] 
n 4 (2u + E p) es w r A P 
uv’ +( nl pu)v Dmi Por (1) Ciuca z vo Al réemplazar en la expresión anterior, queda 
u K pin u (x ý 
o bien va (2 +p)v O, e [u 69) 
u ii ” 
Esta es una ecuación diferencial lineal de primer orden en v' y v”. Como es Y ià d ( u(x) )- los ved o bien Y ( w ) = kv'(x) 
incompleta, pues el segundo miembro es nulo, la resolvemos separando variables: (fia dx u0) 2 Y c dx ul) 
E 
yo y A » pei 
A 2 —Á v’ ; 
v u, P: (1.0) a con k= 
Integrando respecto de x: A 
% Caso 2 
Inv] = —2 inju |- px + c Š 
[V| = 0-2 e-r ge Ñ u) = em nu) = xen > WH) = e?n, 
r q? a > =en eN 
|V| = enu?’ e~px k, (k,>0) i D d ( u¿0) e2x 
P aa ii Luego, ) a ` 
ap 20 dx u(x) [u 097? 
ue m 
n a , u, (x) 
l p a er r d u(x} )- vo) > d ( 2 )-kvos 
Si r, y r, son raíces de la ecuación característica es r,+r, = —p. > Por (1) Ey ( 0 00 bien Jx Jo w) 
(4 +r2)x i y 
Luego, v'i) = o EMT 1). eo 1 A 
8 dl [u, 0932 di PES con k=- 7. 
Verifiquemos ahora que, para los tres tipos de soluciones propuestas, según ¿NU E 
las raíces de la ecuación característica, siempre resulta E 
E E Caso 3 
d (ae ) kv Ki 
dx Nut)? Kp u(x) = e% cos Bx a u(x) = e" sen px = W(x) = B 0%. 
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dx Nu) [u, 093 
d UY ar de id uo) A 
POR (N dx 4,00 )- c oien dx ( u) ) - rv 
con k =£ 
c 
Por lo tanto, en los t wed la 
'or lo tanto, en los tres casos es v'(x) * Cy an ( 09 ) con c, = 
integrand Sgot 
ntegrando, v(x} = K +0. 


Multiplicando ambos miembros por u() queda: 
u¿b9vb) = cu (x) + 0,4, (x). 
Como u,v = y, resulta finalmente: 


y= cu) + cu, (x). 


Hemos probado, entonces, que todas las soluciones de la ecuación diferencial 
propuesta pueden escribirse como combinaciones lineales de dos soluciones par- 


ticulares linealmente independientes. 


Ejemplo 1 


Resolver y” — y’ — 2y =0. ` 

La ecuación característica asociada es m? — m - 2 = 0. 
Sus raíces: r, =-1 y r,=2. 

Luego, u(x) = ex y u(x) = ex, 

La solución general: y= C,e7* + 0,0%, 


Ejemplo 2 


Resolver y” + 2y' + y =0, 

La ecuación característica asociada es m?+2m+1=0. 
Sus raíces: r =r, = -į 

Luego, u (x)= e7 y u(x) =xe™, 

La solución general: y = 0/87 + exem 


Ejemplo 3 


Resolver y” — 4y' + 13y=0, . 
La ecuación característica asociada es mê- 4m + 13 = 0. 
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Sus raíces r, 2+3i y m 2 3 


e=2:fBr3=> u(x) = e? cos 3X » u(x) = e? sen 3x. 
La solución general: y =c,e% cos 3x + ce% sen 3x 
o bien y =e% (c, cos 3x + c, sen 3x). 
En algunas aplicaciones fisicas, suele hacerse el siguiente cambio de constan- 
tes: c, =fsenA a C, =lcosSA. 
Resulta y = e*x {i sen A cos 3x + | cos A sen 3x) 
y = le% sen (3x + A). 


Para obtener una solución que satisfaga condiciones iniciales o de frontera, ne- 
cesitamos como dato un punto y la pendiente de la curva buscada en dicho punto. 
Puede demostrarse que hay un único resultado que satisface dichas condiciones. 


Ejemplo 4 


i 


Hallar la solución f de 8y” — 2y' — 3y = 0 con y = f(x), que satisfaga las con- 


diciones f(0) = 3 y f'(0) = —-1 xo =0A y,” Bn Yo =-1). 
La ecuación característica es 8m? - 2m — 3 = 0, 
A 1 ES 
Sus raíces r, = 73 Y NE 
Ll 2% 
Solución general: y=c,e ? -cet (1. 
2 3 2 
Derivando: y=- 5 ce ? e 4 ce‘ * (2). 
Si en (1) y (2) reemplazamos los valores iniciales, queda 
3= 0, tC, 
1 3 
-1= - 3 c, + T Ca 
sistema que podemos resolver para hallar c, y C, 
13 2 
Resulta c, = Ea C= ES 
r 13 4x2 2: 
Luego, la curva pedida está dada por y ¡a e + Fe 
EJERCICIOS 


1) Indicar si los siguientes conjuntos de funciones son linealmente independientes 
en R: 
a) E0) =ex 1,00 =e" b) f (x) = ex 2209 =8 * 1,00 =2e* 


1 
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c) (x) = sen 7x 109 = COS 7x 
e) 1,09 = Inx f(x) = x In x. 


9) 1,09 =1 t(x) =x 1,60 = x 


2) Hallar la solución general de y''+4y'--5y = 0. 
3) Hallar la solución general de y'*+10y'+25y = 0. 


4) Hallar la solución 


5) Solución particular para 4y”+25y = 12y’ con x, 


6) Solución particular de y''-2y'+y =0 con t(1)=2 f(1) = -2. 


IX. Ecuación lineal de segundo orden completa 


Queremos resolver la ecuación diferencial lineal de segundo orden, coeficientes 
constantes y segundo miembro no nulo: 


y" + py +qy=r(x) donde r es una función continua en un intervalo abierto. 


En primer lugar, si y, e y, son dos soluciones cualesquiera de la ecuación com- 


pleta, entonces su diferencia es solución de la ecuación con segundo miembro nulo. 


y" +py'+qy=0 (1) asociada a la ecuación dada. 
Para verificarlo, vemos que: 


Way Y PY Y Hay, TY y) = (yo +Py ¿+0 )— (y; '+Py,+0Y ) = r(x)=r(x) = 0. 

En la sección anterior probamos que toda solución de la ecuación incompleta 
(1) es combinación lineal de dos soluciones u, y u, linealmente independientes. 

Por ello, y,-y, = C/U, +C u, 

Luego, y, = C/U, +C u, ty, CON C, y C, constantes arbitrarias. 

Por lo tanto, si conseguimos determinar una solución particular cualquiera y, 
de la ecuación completa, todas las soluciones están dadas por la expresión 
y =c u, tC Uu ty, (*) donde u, y u, son soluciones linealmente independientes de 
la ecuación incompleta asociada. 


En primer lugar, podemos verificar que la expresión (») es solución de la ecua- 


ción completa. Para ello, basta calcular y' e y” y reemplazar en la ecuación dife- 
rencial. 


pes b (a e ty Tam s ya 
y= Cut Cua +Y, = y cu, tC,u ty} => y cu, +C us +y; 


Es y +py'+q y =c (u; tpu tgu +e (u; +p U¿+q UA) +y +py +a y, = r(x) 


0 0 r(x} 
ya que u, y u, son soluciones de la ecuación incompleta e y i lo es de la completa. 
En segundo lugar, la expresión y = c/u, tC u +y, contiene dos constantes 
esenciales c, y c,. Por lo tanto, corresponde a la solución general de la ecuación 
completa. 
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En resumen, para resolver una ecuación completa del tipo dado, se busca pri- 
mero la solución general de la ecuación incompleta asociada (segundo miembro 


solución. 


$ Variación de parámetros 


Este método implica reemplazar en la solución complementaria las constantes 
por funciones escalares y obtener así una solución particular de la ecuación comple- 
ta. Por eso se llama “variación de las constantes o parámetros”. 

Sea y”'+p y'+q y = r(x) con r continua en un intervalo abierto, p y q cons- 


tantes. 
Sea y, = c,u,+c,u, la solución general de la ecuación incompleta o solución 


complementaria. 
Reemplazando las constantes c, y c, por funciones escalares v, y Vp obtenemos 


y, = vu, +V; (y,00 = v u 09 +v¿09u,00)). 
Necesitamos dos condiciones que deben cumplir v, y Vy 
Una es que y, sea solución de la ecuación completa. La otra será una condición 


arbitraria que simplifique los cálculos. 
y, = Vu, +y, => VA V U tV U t (V u, HVU) 
Exigimos que v, y v, sean tales que viu +V =0 (1. 
Con esta condición, 
y; = AAN = y'= Vu HV U tV ug Vau 
Sustituyendo y,, y, e y; en la ecuación inicial, queda: 


u , E 
y +. y, +9 Y = Y (uy +p u, +q u) +v, (u, +pu,+g u,) + Vvu EVU 


0 0 
u yu anulan los paréntesis porque son soluciones de la ecuación incompleta. Lue- 
go, debemos exigir viu; tvu, = r(x) (2). 
Nótese ahora que (1) y (2) constituyen un sistema de dos ecuaciones lineales 
con incógnitas vi y v; 


, Ml 
( uv; + uo =O 
y ya 

uv, + uva r(x) 
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4; y Ug que son soluciones linealmente indi 
lineal incompleta. Hemos visto en 
se anula en ningún punto x. 


Este sist i i i 
ema admite solucion unica pues su determinante es el wronskiano de 


i lependientes de una ecuación diferencia! 
pág. 417 que el wronskiano correspondiente no 


Resolviendo el sistema. para cada x obtenemos: 


o 
ue) up) 0 
r(x K A 
l vitx) e vpo SO 10 
l ds l W 
A 
También vo ypa ERO 
: Wo) 2 We) 
Por lo tanto, v i 
anteriores. 1 Y Vp Pueden hallarse integrando, respecto de x, las expresiones 
Luego, = 
90, y, =v (x) u (x) + v(x} u,(x) es una solución particular de la ecua- 


para evitar memorizarlas es conveniente, 
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ción completa, 


calculando previament Í 
e el wronskiano de u Í 
PAEA + Y U, siendo 


Ejemplo 1 


Resolver y” +y=x. 
Buscamos primero la solución de y“ + y = 0. 
= ecuación característica es r?+1 = 0 con raíces r, = j yr i 
uego, «œ = 0, 8 = 1 y la solució Ky Asr 
ción complementari = 
Hacemos y, =v (x) cosx +v a ps o Ta 
A i 2%) senx y aplicamos las fórmulas halladas. 


U (Xx) = cosx y 


cosx  senx 
W(x) = =1 

žsenx cosx 

Hallamos ahora v, como una primitiva de — a “a(t = 2320 
WTA 
Integrando por partes, resulta v(x) = x cos x — sen x. i l 
Ñ r(x) 
Análogamente, integrando ile A 
Wo) 3 , Obtenemos 


v(x} = x sen x + cos x. 


Finalmente queda y, = (x cos x — sen X) cos x + 


A X sen x = 
Por lo tanto, la solución buscada está dada por A + COS x) sen x = x. 


= C, COSX + C, SEN Xx +x, 


Si bien al resolver este ejercicio hemos err pleado las fórmulas que dan y, y v 
Vi j 1 2 
> 


en cada aplicación, seguir tos mismos pa- 


- sos efectuados al deducirlas. Es decir, reemplazar en la solución complementaria 


las constantes por dos funciones v, y V, Y encontrarlas pensando en las dos condi- 
ciones que deben cumplir, como haremos en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 2 


Hallar la solución general de y" + y =secx. La ecuación complementaria 
es la misma del ejemplo anterior. Su solución general está dada por j 


y, = C} COS X + C, SEN X Wo = 1. 


Buscamos y, = v ¿bo cosx + vo) sen x como solución particular de la ecua- 
ción completa. 
y; = -v,(x) sen x + va) COS X + v(x) COS X + vox) sen x. 
7 Hacemos cosx vi 0) + sen X v(x) =0 (1) 
y; = =v, %9) cosx ~ vi% senx ~ v(x) sen x + vax) cCOSX + 
Como y, debe ser solución de la ecuación completa, resulta: 
Y +y,> =v) sen x + vox) COS X = sec X (2). 


De (1) y (2), obtenemos un sistema de ecuaciones lineales en vix) y vox): 


f cos x v(x) + sen x v(x) = 0 
-sen x vi 0) + COS X v(x) = Sec x 


0 sen x cos X 0 


—senxX secx 


cos X 
seox_0osx | o ix va) = , =1 


v= ; a 


Integrando ambas expresiones respecto de x, obtenemos: 
v= Inicos x] vo) =x. 
Por lo tanto, y, = injcos x| + xsen x, y la solución general buscada es 


y = c, cos x + 0, sen x + In [eos x| + x sen x. 


Coeficientes indeterminados 


Básicamente este método consiste en proponer, mediante inspección del segun- 
do miembro, una función adecuada como solución particular con coeficientes por 
determinar. Al sustituir esos coeficientes indeterminados por valores obtenidos en 


los cálculos, se llega a la solución particular requerida, 
Como el método se apoya en la habilidad para proponer una determinada. fun- 
ción, lo expondremos, en primer lugar, mediante algunos ejemplos. 


a) Comenzamos por las ecuaciones en que el segundo miembro es de tipo po- 
linómico. 
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Ejemplo 1 


Resolver y" + y' — 6y =3x -2 

a solución complementaria es y =c e-% + ç ex 
s natural proponer com jón ii ire 

ad o solución particular de | jó 
ción AE ay À e ta ecuación comi 

Eoma de primer grado con coeficientes a determinar: y i z na turis 

i omo y, debe satisfacer la ecuación completa buscamos y Š a : Es 
uego, y” +y —6y = ' raay =0 

1 17 6y, =a, ~ 6(a,x+a,) = -6a x +a, - 4 
Debe ser -6a x+ (a,-6a,) = 3x-o 1 17 ay 


Para inomi i 
Para que dos polinomios sean iguales, deben serlo-sus-respectivos-coeficientes: E e 


-6a, =3A a, 6a, = -2, 


A | 
Resulta a=-3109=L j 
Por lo tanto, y Ax 1 
1 2 T 


La solución general buscada está dada por: 


y= car + cea -4x ¿E 


7 
Ejemplo 2 
Resolver y” + 3y' = 8x + 5, 
y = 00% +0. 
Como en el primer mi ió 
iembro de la ecuación inicial no aparece y, necesitamos 


que y” sea función polinómica de 
| grado 1 pues y” tendrá grado 0. 
ponemos como solución particular una función holinómica de ai epa 


y, = ata x+a, 
y= 2a,x+ta, ay = 2a, 
Luego, y; +3y = 2a,+6a,x+3a 7 
pope ser Sa,x+(2a,+3a,) = 8x+5. 
or igualdad de poli ios: = 
polinomios: 6a, =8A 2a,+3a, =5. 


Resulta =4 = ki 
a, ai ar S T E E 


Obsérvese que no interesa el valor de a 
o 


La solución general: y=cem+osr La 
$ ¿EGG 


Ejemplo 3 


Resolver y” =6x- 2. 
Y, = C, +C,X. 
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po 
pue 
e9 
ty 
tara 
taa 


Proponemos y, = aora x? ta, X tag 
y, = 3a2+22,Xx+a, 
yy = 6a,x+2a, 

Luego, 6a,X + 2a, = 6x-2 > 6a, = 6 a 2a, = -2 => a,“ taa = =ț. 

Por lo tanto, y, =x? - x? 

La solución general: y =c +C,X+X3=x?. 

En los ejemplos 2 y 3 podemos advertir algo que volveremos a utilizar en reso- 
luciones posteriores-—— — e 

En el ejemplo 2, la solución complementaria es y, = C,+C,8 3x, Luego, la cons- 
tante c, es solución de la ecuación incompleta y en el segundo miembro de la ecua- 
ción diferencia! también aparece una constante. Por ello, la solución particular la 
obtenemos multiplicando por x un polinomio de primer grado que, de otra forma, hu- 
biera sido la solución a proponer. 

En el ejemplo 3, la solución complementaria es y, = 0, +C,X. Las dos solucio- 
nes particulares de la ecuación incompleta se repiten, en cierta forma, en el segundo 
miembro de la ecuación diferencial. Luego, multiplicamos dos veces por x un poli- 
nomio de primer grado, que hubiera sido la solución a proponer si no hubiera solu- 
ciones repetidas. Es decir, y, se obtiene multiplicando por x? un polinomio de grado 
uno. 


b) Vemos ahora el caso en que el segundo miembro es de tipo exponencial, 


Ejemplo 1 
Resolver y'"+y'-6y = 2e%. 
Ya vimos que y,=c,e=*+c,e% 
Proponemos y, =a.e% 
y, = 5a e™ d 
yy = 25a e5 
y, +y,-6y, = 25a e™%+5a e%-6a 0%, 


24a e5% = 20%, 5 
i 


=2 =—+ 
24a 2:83 79 


Debe ser 


Por lo tanto, y, = +5 en 


T 1 
La solución general: y =c,e-% + 02% + ETA esr, 


Ejemplo 2 


Resolver y” + y' — 6y =4e%. 
y,= ca + ce”. 
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En este caso, el segundo miembro repite ur a de las soluciones de 
g! pi C S de la ecuación 


Si propo =a% 

M proponemos y =2e obtenemos y; = 2a e% y!’ = 4a e% 

y; +yj 76y, = 4a er + 2a e% — Ba e% = 0 i ingi ro 
yno legamos a ninguna solución, 


Como indicamos jem] 

en el ejemplo 2 de funciones polinómi 
Gb pá polinómicas, al repetirse p 
lución de la ecuación incompleta, debemos multiplicar por x. S 


En este ejemplo, proponemos y  =axex 
$ 
= 2 
y, = aer + 2x a e? y; = 4ae% + 4xae%, 


Lue PIN = 
90, y, +y; 76y, = da e?x+4x a ex+a ex+2x a e2x—6x a e2 = Sa 02 


Para 5ae%=4e?x obtenemos a= 4 
5 


Por lo tanto, y= 4 xe, 
Solución general: y= C e7% + 0,0% + í x e2, 


Ejemplo 3 
Resolver y” — 2y' + y = 3ex, 
y, = 0,9% + 0X es, 
, En este caso no pro = i 
proponemos y, =ae* ni y, =axe* porque estamos repi- 


tiendo soluciones de la ecuación complementaria. 
Debemos proponer y, = ax? er 


yi = 2a x e% + ax?e* TES 
yeya ai > e y =4axex + 2aex + a x2ex 
Y, y tY, = daxer + 2a0*r + ax?ex — da xex — 2a x?ex + ax? ex = 2a ex 


a 3 
2a ex = 3 ex => a=7 => y, = Zoo 


Solución general: y =c e% + c xex + 3 x2ex 
1 2 > ex, 


c) El segundo miembro es de tipo seno o coseno. 
Ejemplo 1 


Resolver y” + y" - 6y = 10 cos x. 
Y, = 0,8 *+4 0,0%, 


Como en el segundo miembro aparece a FUNCION coseno y al derivarla la función 
g le ap: ICtOn Ci d f 
seno, es lógico proponer y =acos x + bsen x ý $ 


. 
=“a e 
Y: sen x + bcos x yi = —acosx-— b sen x 


430 


—a cos x — b sen x — a sen x + b cos x ~ 6a cos x — 6b sen x = 


1 


y +y, = 6y, 
cos x (-a + b - 6a) + sen x(-b ~a - 6b) 


i 


7b} senx ` 10 cosx i 


Luego. (b-7a)cosx-{ a 
Debe ser b 7a=10 a-7b=0. 
7 1 
Seta bem 
ag 
Obtenemos =- Z cosx yl senx 
n= 5 Ta 


T 7 1 
Solución general: y= cen + ce% -5 cosx + 3 sen x. 


Ejemplo 2 


Resolver y'' + 4y = 3 sen 2x. 


y, = C, COS 2x + ©, Sen 2x. 


Como el segundo miembro repite una solución de la ecuación incompleta, pro- 


ponemos: 
y, = axcos 2x + bx sen 2x 
y= a cos 2x — 2a x sen 2x + b sen 2x + 2b x COS 2x 
Y, = —4a sen 2x — 4a x cos 2x + 4b cos 2x ~ 4b x sen 2x 
y; + 4y, = —4a sen 2x + 4b cos 2x. 
Haciendo ~4a.sen 2x + 4b cos 2x = 3 sen 2x resulta ~4a = 3 a 4b = 0. 
Luego, y,=“ 2 X COS 2X. 


s , 3 
Solución general: y = C, COS 2x + ©, sen 2x- 7 X COS 2X: 


articulares adecuadas si el segundo 


También pueden proponerse soluciones pi 
e los tipos anteriores. 


miembro es suma o producto de expresiones di 


Ejemplos 
Siendo y''+y' — 6y = r(x) con solución complementaria y, = 0, a + 0,8%, 
para 
a) r(x) = x2+7e-* 
b) r(x) = x2+38% 
c) r(x) = e5% + cos 3x 


d) r(x) = esx+3) 


proponemos y, = ax?+axta,tb ex 
proponemos y, = ara tay +bxeó 
proponemos y, = aeóx + b cos 3x + c sen 3x 


= 64 
proponemos y, = e*(a,x+a) 
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e) r(x} = x-5) sen x. proponemos y, = ex 


f) r(x) =e* sen 5x proponemos y, = e% (a cos 5x + b sen 5x) 
Como sugieren los e, 
todos los casos posibles. 
Sin embargo, la solución a proponer tien 
gundo miembro, salvo en el caso de su 
típlicar por x o por x2 según haya una 


jemplos anteriores, no se Puede dar una regla que abarque 


e siempre la misma forma que el se- 
perposición de raíces, en que debemos mul- 
o dos soluciones repetidas, 


Exponemos ahora una tal 
En la primera columna colocamos for, 


tiplica por x la expresión de la tercera columna. Si es raíz doble, se la multiplica 
por x2. 


E 
xn 0 a X°+.. ta x? +a xta, 
en a a en 
COS Bx o+Bi a cos Bx + b sen Bx 
sen 8x a+ßi | acos gx + b sen Bx 
Ker Ê Q ena xt+...+a,x+a,) 
e% sen Bx act fi e(a cos 8x + b sen Bx) 
es cos Bx athi e(a cos Bx + b sen 8x) 
x" e% sen 8x ex cos Bx(a,x0+... +a x+ta)+ 
+e% sen Bx(b,x0+...+a,x+a,) 


Finalmente, si el segundo miembro es suma de términos, la solución a propo- 
ner es suma de las correspondientes soluciones. 


EJERCICIOS 
1) Resolver y” +2y' = 36 cos x 2) Resolver y” +y'—2y = 2x2-3x 


3) Resolver y""—4y'-Sy = Zgex 4) Resolver y"—3y'-4y = 2 sen x 


5) Resolver y"—3y'—dy = 4x2 6) Resolver y" -2y' +y = x2-1 


7) Resolver y” —2y' = ex senx 8) Resolver y'"—Qy = x+e2— sen 2x 


432 


ax+aj) sen x + ex(b x+b,) COS X $ 


f '—2y = =1, y(0)=4. 
9) Solución particular de y'"-y'-2y = 4x? para y(0) y'(0) 
i = (1) =1 
10) Solución particular de y'"+y=x para y(1) =0, y (1) 
11) Resolver y'"+3y' = x282, 
12) Resolver y'"+2y'+2y = x COS 2x + sen 2x. 


d = x 2x, 
13) Resolver y”-—4y'+4y = x3e®+xe 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 
CAPÍTULO 11 
Sección 1 

1) a) 2 b) 1 c) 1 d) 4 
2) a) solución general 


ón si ió rticular 
b) 1) solución general 2) solución singular 3) solución pal 
c) solución general 


j ión singular 
d) 1) solución general 2) solución particular 3) solución singulai 
Sección Il 


, > e y” =6 
axy =y by=2x oyy =x d y“=0  e)y 
py "+y=0 g xy"-2xy+2y=0  h)xy=4. 


2) x+yy=0  3)y"=0 4) 2xy-y=0. 


Sección ii 


Dy=yx 2y"=0 3) y"-3y"+2y' =0 
4) x? -y2+2xyy' =0 5) xy 2 +2y=0 


24 9) y2x=k 
E 9t- 


Sección IV 


a EA 
? 2y=ex 3) y= 


1) y= ce * 


Slax 6) e?r = ox. 
y 
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Sección V 


1) x2-y? = cx 2) x3-2y3 = cx 3) y-2x = cxUx+y) 


arc sen Y. 
x 


Pi A 
4) (x+y)? = cx3e x+y 5) y= -x 
7) (x—-3y+1){x-2y+2) = 0 
x-2 


9) “3 = In (clhx+y-3)). 


6)x=e 


8) x2-2xy-y?+8x+2y = 0 


Sección VI 


ex ex 
1) y = itce 2) YET 3) y= (x+o)(1+x2) 


2. 
4) y =ex(Inpj+ E) + oo 5) y = ce=* + -L (cos x + sen x) 


1 ul 
6) y=cx2ex+x2? 7) y=(x+1)2 (L+x+3) 8) y= (E +00) 2 


A: ya z 
9) y= Er 10) y = (ce2x-ex)2 11) y = (xB+cx)2. 
Sección VII 
1) xy=x? =c 2) xdwevrcosx-y?2=c0 3) 2*Iny+y-VxX=cC 


4) etg x-x3+y9 = c 


7) Hr ny m0 


5) x2y3+y? = 12 6) y sen x+xĉ?eY+2y = 6 


8) exsen y + 2ycosx=c 9) x%y+3x2+y9 = c 


10) pix) =e% (Bxy+ye%=0 11) gly) = sen y 


1 2 in 
13) py) =- LY 


e sen y+y? =c 
12) p(x) = x x2- xy? = C 


14) a) lineal y = cex+xex b) homogénea x?y3= c 
c) exacta 3x9+xy-x-2y? = c 


r cx? a 1 1 
e) homogénea y = f} Bernoulli —— = —— + cx 
) g y EE ) ul y ze tO 
g) lineal y = cex — i sen x — 1 COS X + 2 sen 2x — 1 COs 2x 
2 2 5 5 


h) exacta x2+3x+y2-2y =c i) exacta x2y2+2xy = c 


j) var. separables y = cette * 


d) red, a exacta p(x) = e * y = cex+1+8% 


de: 


k) red. a homogénea (x-2y+2)(x-3y+1)=c i) lineal (2y+1) e%) = 2x+0 


m) red. a exacta ely) = = Sy in y+2x = cy. 
- Sección VIH 
1) a) lin. ind. b) lin. dep. c) lin. ind. d) lin. ind" e) lin. ind. 


2 y= ce +0,0* 3) y= 0,074 0,x0 75 4) y = ex (e, cos X-+C, Sen x) 


3 
5) y = e" (cos 2x + -$ sen 2x) 6) y = Gex-1 — 4x ex-1 


Sección IX 


e E 36 72 E z x 3 
1) y =0,+0,e7% — ~g Cos x + ¿7 sen x 2) y =0,e*+c,e A ST 


3) y = c,e%+0,8-x — {oa 4) y= c/e%+0,07* + + COS X ~= 5 sen x 


17 
4x -x 2a 3 13 
5) y = ce% +c,e™*—x? + z% Te 6) y= 0/9%+0,X0%+x2+4x +5 
7) y = c, +c,e% -1 exsenx 8) y = c e-*+c eL sonar 
1.2 2 Ñ 2 9 5 13 


9) y = 2e-x+2e%-2x2+2x-3 10) y = — cos 1 cos x — sen 1senx +x 


11) y =0,+c,0-+9% (5 -X 39 ) 


10 "50 * 500 


12) y= C/07% COS X+C,87X SON X + 


a cos 2X — 5 sen 2x ~ 5 X COS 2X + 


1 
ql 
5 x sen 2x 


1 1 
13) y =0,8%X+C xe2x + —-— x5e2 -+ — x3e2x, 
) y A Xe 20 e ¿ee 
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